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О некоторых кардинальнозначных инвариантах
равномерно непрерывных отображений

В работе рассматриваются поведение некоторых кардинальнозначных инвариантов
равномерно непрерывных отображений (вес, квазивес, псевдовес, индекс ограничен-
ности) при произведении, суммы, прямых и обратных спектров.
Ключевые слова: Кардинальные инварианты, вес, квазивес, псевдовес, индекс огра-
ниченности. Произведение, сумма кардинальных инвариантов и прямые, обратные
спектры кардинальных инвариантов равномерно непрерывных отображений.

T.Zh. Zhumaliev
Some cardinal digit in variants of uniformly continuous transformations

This work is examined some cardinal digit invariants of uniformly continuous
transformations (weight, quasi-weight, pseudo-weight, bounded ness index) in product,
sums, straight and inverse spectrums.
Key words: cardinal invariants, weight, quasi-weight, pseudo-weight, bounded ness index.
Product, the sum of cardinal invariants and straight and inverse spectrums of cardinal
invariants of uniformly continuous transformations.

Т.Ж. Жумалиев
Кейбiр кадиналмағынасының инвариантық бiрқалыпты үздiксiз

бейнеленуi

Бұл жұмыста бiрнеше кадиналмағынасының инвариантының бiр қалыпты үздiксiз
бейнелеуi (салмақ, квазисалмақ, псевдосалмақ, шектеулiк индекiсi) соманың түзу
және керi спектрдiң туындысы қарастырылады.
Түйiн сөздер: кардинальды инварианты, салмақ, квазисалмақ, псевдосалмақ, шекте-
улiк индекiсi. Түынды, кардиналдық инварианттың сомасы және кардиналдқ инва-
рианттың керi спектрлерi нiң бiр қалыпты кескiндердi.

Пусть (X,Y ) – произвольное равномерное пространство. Рассмотрим категорию
Unif(Y, V ), объектами которой являются равномерно непрерывные отображе-
ния f : (X,U, Uf ) → (Y, V ) произвольного равномерного пространства (X,U) на данное
равномерное пространство (Y, V ), где Uf – фиксированная база отображения f . Псев-
доравномерность Uf ⊂ U называется базой равномерно непрерывного отображения f,
если для любого α ∈ U существуют такие β ∈ V и γ ∈ Uf , что покрытие f−1β ∧ γ впи-
сано в покрытие α. Другими словами, псевдоравномерность Uf ⊂ U, называется базой
отображения f , если U = supUf , f

−1V , где f (−1)V = α ∈ U : существует β ∈ V такое,
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что f (−1)β ≻ α. У каждого равномерно непрерывного отображения существует, вообще
говоря, много баз (см. [1]).

Наименьшее кардинальное число τ , являющееся весом какой–либо базы Uf отобра-
жения f, называется весом равномерно непрерывного отображения f и обозначается
через w(f). Другими словами вес равномерно непрерывного отображения f определя-
ется равенством, т.е. w(f) = w(Uf ).

Аналогично определяются квазивес qw(f) = qw(Uf ), псевдовес pw(f) = pw(Uf ) и
индекс ограниченности l(f) = l(Uf ) равномерно непрерывного отображения f (см. [1]).

Морфизмами категории Unif(Y, V ) из объекта f : (X,U,Uf ) → (Y, V ) в объект g :
(Z,M,Mg) → (Y, V ) являются такие отображения h : (X,U, Uf ) → (Z,M,Mg), что, во-
первых, отображение h : (X,Uf ) → (Z,Mg), псевдоравномерного пространства (X,Uf )
в псевдоравномерного пространства (Z,Mg) является равномерно непрерывным и, во–
вторых, f = g ◦ h. Если h морфизм из объекта f в объект g, то записываем это как
h : f → g.

Отметим, что равномерной непрерывности отображения h : (X,Uf ) → (Z,Mg), и из
соотношения f = g ◦ h следует равномерная непрерывность отображения h : (X,U) →
(Z,M) (см. [1]).

Если Y одноточечное множество, то категория Unif(Y, V ) совпадает с категорией
Unif равномерных пространств.

Пусть {fa}a∈M – произвольное семейство объектов категории Unif(Y, V ), то произ-
ведение Πa∈Mfa определяется следующим образом. Через X обозначим множество всех
точек x = {xa}a∈M декартова произведения Πa∈MXa таких, что faxa = fbxb для любых
a, b ∈ M. Не исключено, что X = ∅. Если X = ∅, то из условия faxa = fbxb для любых
a, b ∈ M. следует, что определено отображение f : X → Y по формуле fx = faxa для
любых x ∈ X, x = {xa}a∈M .

Пусть U – равномерность на X, индуцированная произведением Πa∈MUa равномер-
ностей Ua, а Uf псевдоравномерность на X, индуцированная произведением Πa∈MUfa

псевдоравномерностей Ufa . Тогда отображение f : (X,U) → (Y, V ) является равномерно
непрерывным, а псевдоравномерность Uf является базой отображения f. Тогда равно-
мерно непрерывное отображение f : (X,U, Uf ) → (Y, V ) является объектом категории
Unif(Y, V ) и называется произведением семейства объектов {fa}a∈M , т.е. f = Πa∈Mfa.

Теорема 1 Для любого объекта f категории Unif(Y, V ) справедливо неравенство
w(f) ≤ qw(f) ≤ (w(f))ℵ0.

Теорема 2 Пусть {fa}a∈M – произвольное семейство объектов категории Unif(Y, V ).
Если произведение f семейство {fa}a∈M существует, то справедливо следующие нера-
венства:

1) w(f) ≤ max{sup{w(fa) : a ∈ M}, |M |};
2) qw(f) ≤ max{sup{w(fa)ℵ0 : a ∈ M}, |M |};
3) pw(f) ≤ max{sup{pw(fa) : a ∈ M}, |M |};
4) l(f) ≤ {sup{l(fa) : a ∈ M}.

Доказательство теоремы сводится к случаю произведения псевдоравномерных про-
странств. Неравенства 1) – 4) для псевдоравномерных пространств доказаны в работах
[2], [3].
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Пусть дано направленное множество M и каждому элементу a ∈ M поставлен в
соответствие объект fa категории Unif(Y, V ) и всякий раз, как только b > a, определены
морфизмы hb

a : fb → fa категории Unif(Y, V ), причем, если c > b > a, то hc
a = hb

a · hc
b.

Тогда говорят, что дан проективный (обратный) спектр S = {fa, hb
a,M} в категории

Unif(Y, V ) (см. [1]).
Через X обозначим множество всех таких точек x ∈ X, x = {xa}a∈M . произведения

Πa∈MXa, что 1) faxa = fbxb для любых a, b ∈ M и 2) xa = hb
axb при b > a. Не исключено,

что X = ∅.
Если X = ∅, то определено отображение f : X → Y , равномерность U и псевдорав-

номерность Uf на X как в случае произведения объектов {fa}a∈M категории Unif(Y, V ).
Причем отображение f : (X,U, Uf ) → (Y, V ) является равномерно непрерывным, псевдо-
равномерность Uf является базой отображения f, т.е. отображение f является объектом
категории Unif(Y, V ). В этом случае объект f называется пределом проективного (об-
ратного) спектра S в категории Unif(Y, V ) и пишется f = lim← S.

Теорема 3 Пусть S = {fa, hb
a,M} – проективный спектр в категории Unif(Y, V ).

Если предел f = lim← S спектра S существует, то справедливы неравенства:
1) w(f) ≤ max{sup{w(fa) : a ∈ M}, |M |};
2) qw(f) ≤ max{sup{w(fa)ℵ0 : a ∈ M}, |M |};
3) pw(f) ≤ max{sup{pw(fa) : a ∈ M}, |M |};
4) l(f) ≤ {sup{l(fa) : a ∈ M}.

Доказательство следует из определения предела проективного спектра.
Теперь определим сумму семейства объектов прямой спектр категории Unif(Y , V ).

Пусть {fa}a∈M – произвольное семейство объектов категории Unif(Y, V ), т.е. f : (Xa, Ua,
Ufa) → (Y , V ) – равномерное непрерывное отображение для каждого a ∈ M , причем Ufa

– база отображения fa. Рассмотрим дизъюнктную сумму (X,U) = (
⨿

a∈M a,
⨿

a∈M Ua)
равномерных пространств и дизъюнктную сумму (X,Uf ) = (

⨿
a∈M Xa,

⨿
a∈M Ufa) псев-

доравномерных пространств. Определим отображение f : X → Y следующим образом:
пусть x ∈ X, тогда существует a ∈ M такое, что x ∈ Xa, в этом случае положим
fx = fax.

Полученное отображение f : (X,U,Uf ) → (Y, V ) – является равномерно непрерыв-
ным отображением, причем псевдоравномерность Uf является базой отображения f.
Следовательно f является объектом категории Unif(Y, V ) и называется прямой сум-
мой семейства объектов {fa}a∈M и пишется f =

⨿
a∈M fa.

Теорема 4 Пусть {fa}a∈M – произвольное семейство категории Unif(Y, V ), а f =⨿
a∈M fa – его прямая сумма. Тогда справедлива следующие неравенства:
1) w(f) ≤ sup{w(fa) : a ∈ M};
2) qw(f) ≤ sup{w(fa)ℵ0 : a ∈ M};
3) pw(f) ≤ sup{w(fa) : a ∈ M};
4) l(f) ≤ Σa∈M l(fa).

Определим индуктивный (прямой) спектр в категории Unif(Y, V ). Пусть M – на-
правленное множество и для каждого a ∈ M определим объект fa категории Unif(Y, V ).
Если a < b, то определен морфизм hb

a : fb → fa, причем, если a < b < c, то hc
a = hb

a · hc
b.
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Тогда говорят, что определен индуктивный (прямой) спектр S = {fa, hb
a,M} в катего-

рии Unif(Y, V ). Теперь определим предела индуктивного (прямого) спектра S. Пусть
X =

⨿
a∈M Xa – дизъюнктная сумма семейства множеств {Xa : a ∈ M}. Рассмотрим в X

отношение эквивалентности ∼, следующим образом: если x′, x′′ некоторые точки из X,
причем x′ ∈ Xa′, x′′ ∈ Xa′′, то x′ ∼ x′′ означает существование такого индекса b ∈ M, что
a′ < b, a′′ < b, и ha′

b (x′) = ha′′
b (x′′). Рефлективность и симметричность бинарного отноше-

ния ∼ очевидна. Транзитивность отношении проверяется непосредственно и ее проверка
не составляет труда. Пусть Xs = X/ ∼ – фактор – множество, а (Xs, U s) – фактор –
пространство равномерного пространства (X,U), а (Xs, U s

fa
) – фактор – пространство

псевдоравномерного пространства (X,Uf ). Пусть φ : X → X/ ∼ – фактор отображе-
ние. Пусть ξ – произвольный элемент из Xs, т.е. некоторый класс ∼ эквивалентности
в X, а xa ∈ Xa какой – нибудь представитель из класса ξ, т.е. φ(xa) = ξ. Положим
f sξ = fxa. Нетрудно проверить, что корректность этого отображения, т.е. независимо-
сти от произвола в выборе представителя класса xa из класса ξ. Тогда отображения
f s : Xs → Y определено, причем отображения f s : (Xs, U s, U s

f ) → (Y, V ) является равно-
мерно непрерывным, причем псевдоравномерность U s

f является базой отображения f s.
Следовательно, отображение f s является объектом категории Unif(Y, V ) и называется
пределом индуктивного (прямого) спектра S = {fa, hb

a,M} и пишется f s = lim→S.
В отличие от предела проективного спектра ясно, что предел индуктивного спектра

всегда существует.

Теорема 5 Пусть S = {fa, hb
a,M} – индуктивный спектр в категории Unif(Y, V ).

Тогда справедливы неравенства:
1) qw(f) ≤ sup{w(fa)ℵ0 : a ∈ M};
2) qw(f) ≤ sup{w(fa)ℵ0 : a ∈ M};
3) l(f) ≤ Σa∈M l(fa).
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