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О регуляризации и единственности решений линейных
интегральных уравнений Вольтера третьего рода в

пространстве суммируемых функций

В работе Магницкого К.А. «Линейные интегральные уравнения Вольтера I и III рода»
исследованы вопросы существования многопараметрического решения для линейно-
го интегрального уравнения Вольтерра третьего рода. В работах авторов Асанова
А., Тагаевой С.Б. «Регуляризация и единственность решений линейных интеграль-
ных уравнений Вольтерра III рода в пространстве суммируемых функций» и Янно
Я. «Регуляризация одного уравнения Вольтера I рода, равносильного уравнению III
рода» исследованы вопросы единственности и существования решения линейного ин-
тегрального уравнения Вольтерра третьего рода в пространстве непрерывных функ-
ций.
Основные результаты работы: в вышеуказанных работах исследования были проведе-
ны в пространстве непрерывных функций, в данной работе исследования проведены
в пространстве суммируемых функций. Доказаны леммы и теорема.
Методы исследования: в доказательствах лемм и теоремы использовались неравен-
ство Гельдера, формула Дирихле, метод последовательных приближений, неравен-
ство Минковского, неравенство Гронуолла- Беллмана.
Новизна работы: доказываются существование и единственность решения линейных
интегральных уравнений Вольтера третьего рода в пространстве суммируемых функ-
ций.
Ключевые слова: пространство суммируемых функций, линейные интегральные урав-
нения Вольтерра 3-го рода, регуляризация решений, единственность решений.

S.B. Tagaeva
Regularization and unity of Volterra linear integral equations solutions of third

kind in the space of summed up functions

In Magnitsky K.A. work. "Voltaire’s linear integrated equations of I and the III sorts"are
investigated questions of existence of the multiple parameter decision for Voltaire’s linear
integrated equation of the third sort. In works of authors Asanov A., Tagayeva S. B.
"Regularization and uniqueness of solutions of the linear integrated equations of Voltaire
of the III sort in space of summable functions"and Yanno Ya. "Regularization of one
equation of Voltaire of the I sort equivalent to the equation of the III sort"are investigated
questions of uniqueness and existence of the solution of the linear integrated equation of
Voltaire of the third sort in space of continuous functions.
Main results of work: in the above works researches were conducted in space of continuous
functions, in this work researches are conducted in space of summable functions. Lemmas
and the theorem are proved.
Research methods: in proofs of lemmas and theorems were used Gelder’s inequality,
Dirikhle’s formula, a method of consecutive approximations, Minkowski’s inequality, Gro-
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nuolla-Bellman’s inequality.
Novelty of work: existence and uniqueness of the solution of the linear integrated equations
of Voltaire of the third sort in space of summable functions are proved.
Key words: space of summed up functions, Volterra linear integral equations of third kind,
regularization of solutions, uniqueness of solution.

С.Б. Тагаева
Үшiншi тектi Вольтерра сызықты интегралдық теңдеуi шешiмiнiң

қосындыланатын функциялар кеңiстiгiнде регуляризациялауы және
жалғыздығы туралы

К.А. Магницкийдiң «Линейные интегральные уравнения Вольтера I и III рода» атты
жұмысында үшiншi тектi Вольтерра сызықты интегралдық теңдеуiнiң көп параметр-
лi шешiмiнiң бар болу мәселесi зерттелген. А. Асанова, С.Б. Тагаеваның «Регуляри-
зация и единственность решений линейных интегральных уравнений Вольтерра III
рода в пространстве суммируемых функций» және Я. Янно «Регуляризация одного
уравнения Вольтера I рода, равносильного уравнению III рода» атты жұмыстарында
үшiншi тектi Вольтерра сызықты интегралдық теңдеуiнiң шешiмi үзiлiссiз функция-
лар кеңiстiгiнде бар және жалғыздығы зерттелген.
Жұмыстың негiзгi нәтижелерi: жоғарыда көрсетiлген жұмыстарда зерттеулер үзiлiс-
сiз функциялар кеңiстiгiнде жасалған, ал мұнда қосындыланатын функциялар
кеңiстiгiнде жүргiзiлген.
Зерттеу әдiстерi: лемма мен теоремаларды дәлелдеуде, Дирихле формуласы, бiртiн-
деп жуықтау әдiсi, Минковский, Гронуолла-Беллман және Гельдера теңсiздiктерi қол-
данылған.
Жұмыстың жаңалығы: үшiншi тектi Вольтерра сызықты интегралдық теңдеу шешi-
мiнiң қосындыланатын функциялар кеңiстiгiнде бар және жалғыздығы дәлелденген.
Түйiн сөздер: қосындыланатын функциялар кеңiстiгi, үшiншi тектi Вольтерра сызы-
қты интегралдық теңдеуi, шешiмдi регуляризациялау, шешiмiнiң жалғыздығы.

Рассмотрим уравнение

a(t)u(t) +

∫ t

t0

K(t, s)u(s)ds = f(t), t ∈ [t0, T ] , T > t0, (1)

где K(t, s), f(t), a(t)- заданные функции, a(t0) = 0, a(t) – возрастающая непрерывная
функция на [t0, T ].

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать

[ε+ a(t)] v(t, ε) +

∫ t

t0

K(t, s)v(s, ε)ds = f(t), t ∈ [t0, T ] , (2)

где 0 < ε – малый параметр.
Предположим выполнения следующих условий:

а) при любом фиксированном t ∈ (t0, T ] K(t, s) ∈ Lq1(t0, t), q1 ≥ 1, функция K(t, t) ∈
L1(t0, T ), K(t, t) ≥ 0, t ∈ [t0, T ];
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б) при τ > η для любых (τ, s) , (η, s) ∈ G = {(t, s) : t0 < s < t < T} справедлива оцен-
ка:

|K(t, s)−K(η, s)| ≤ l(s)

∫ τ

η

K(s, s)ds,

где l(t) ≥ 0 при t ∈ [t0, T ] и l(t) ∈ Lq1(t0, T ), q1 ≥ 1;

в) [K(t, t)/a(t)] ∈ L1(t0, T ) и существует q > 1, такое, что

b(t) =
K(t, t)

a(t)
·
{∫ t

t0

[
lq(s)aq/p(s)ds/Kq/p(s, s)

]}p/q

∈ L1(t0, T ),
1

p
+

1

q
= 1.

Обозначим через Lp
λ(t0, T ), p ≥ 1, линейное пространство всех измеримых функций

u(t), определенных на [t0, T ] , удовлетворяющих условию:

∥u(t)∥pp,λ =

∫ T

t0

|u(t)|p λ(t)dt < ∞, где λ(t) = K(t, t)/a(t).

Лемма 1 Пусть u(t) ∈ Lp
λ(t0, T ), p ∈ [1,∞), [K(t, t)/a(t)] ∈ L1(t0, T ), ε > 0 и

f1(t, ε) = − εu(t)

ε+ a(t)
+

∫ t

t0

εK(s, s) exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)dτ

ε+ a(τ)

)
u(s)ds

[ε+ a(t)][ε+ a(s)]
, (3)

Тогда

∥f1 (t, ε)∥pp,λ ≤ νp,λ,u
[
ϕ
(
εβ
)]

+ εp(1−β) · ∥u(t)∥pp,λ + (2/q)p/q ∥u(t)∥pp,λ ·
·
{
ωλ

[
ϕ
(
εβ
)]

+ εp(1−β) ∥λ (t)∥L1(t0,T ) } ,
(4)

где νp,λ,u
[
ϕ
(
εβ
)]

=
∫ ϕ(εβ)
t0

|u(t)|pK(t,t)
a(t)

dt, ωλ

[
ϕ
(
εβ
)]

=
∫ ϕ(εβ)
t0

K(t,t)
a(t)

dt, ϕ (x) – обратная функ-
ция к a (t) на [t0, T ] ,β – произвольное число из интервала (0, 1), 1/p+ 1/q = 1.

Доказательство. Для оценки (3) воспользуемся определением нормы ∥·∥p
Lp
λ(t0,T )

:

∥f1 (t, ε)∥pLp
λ(t0,T )

=

∫ T

t0

|f1 (t, ε)|p λ (t) dt =
∫ T

t0

|f1 (t, ε)|p
K (t, t)

a(t)
dt.

Оценим первое слагаемое (3):∫ T

t0

∣∣∣∣ εu(t)

ε+ a(t)

∣∣∣∣p · K (t, t)

a(t)
dt =

∫ T

t0

∣∣∣∣ ε

ε+ a(t)

∣∣∣∣p |u(t)|p · K (t, t)

a(t)
dt ≤

∫ ϕ(εβ)

t0

|u(t)|p ·

·K (t, t)

a(t)
dt+

∫ T

ϕ(εβ)

∣∣∣∣ ε

ε+ a(t)

∣∣∣∣p |u(t)|p · K (t, t)

a(t)
dt ≤

∫ ϕ(εβ)

t0

|u(t)|p · K (t, t)

a(t)
dt+

+

∫ T

ϕ(εβ)

∣∣∣∣ ε

a(ϕ(εβ))

∣∣∣∣p |u(t)|p · K (t, t)

a(t)
dt ≤ νp,λ,u

[
ϕ
(
εβ
)]

+ εp(1−β) · ∥u(t)∥pp,λ . (5)
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Оценим второе слагаемое (3):∫ T

t0

{∣∣∣∣∫ t

t0

εK(s, s) exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)dτ

ε+ a(τ)

)
u(s)ds

[ε+ a(t)][ε+ a(s)]

∣∣∣∣p · K(t, t)

a(t)
dt

}
=

=

∫ T

t0

εp

[ε + a(t )]p

∣∣∣∣∫ t

t0

K1/q(s, s) exp

(
−1

2

∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
u(s)K1/p(s, s)·

· exp
(
−1

2

∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
/
{
[ε+ a(s)]1/q [ε+ a(s)]1/p

}∣∣∣∣p K(t, t)

a(t)
dt ≤

≤
∫ T

t0

εp

[ε+ a(t)]p

{∫ t

t0

K(s, s) exp

(
−q

2

∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
ds

}p/q

·

·
{∫ t

t0

exp

(
−p

2

∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
|u(s)|p K(s, s)ds/ [ε+ a(s)]

}
K(t, t)

a(t)
dt ≤

≤ ∥u(t)∥pp,λ ·
(
2

q

)p/q

·
∫ T

t0

[
ε

ε+ a(t)

]p
K(t, t)

a(t)
dt ≤ ∥u(t)∥pp,λ ·

(
2

q

)p/q

·

·

{∫ ϕ(εβ)

t0

K (t, t)

a(t)
dt+

∫ T

ϕ(εβ)

∣∣∣∣ ε

ε+ a(ϕ(εβ))

∣∣∣∣p K (t, t)

a(t)
dt

}
≤

≤ ∥u(t)∥pp,λ
(
2

q

)p/q
{∫ ϕ(εβ)

t0

K (t, t)

a(t)
dt+ εp(1−β)

∫ T

ϕ(εβ)

K(t, t)

a(t)
dt

}
≤

≤ ∥u(t)∥pp,λ ·
(
2

q

)p/q {
ωλ

[
ϕ
(
εβ
)]

+ εp(1−β) · ∥λ (t)∥L1(t0,T )

}
. (6)

Здесь мы использовали неравенство Гельдера. Учитывая (5), (6) из (3) получаем оценку
(4). Лемма доказана. �

Лемма 2 Пусть выполняются условия а), б) и

H (t, τ, ε) =
K(τ, τ)−K(t, τ)

ε+ a(t)
+
∫ t

τ

K (s, s)

ε+ a(s)
exp

(
−
∫ t

s

K (τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
·

·K(s, τ)−K(τ, τ)

ε+ a(t)
ds,

(7)

Тогда справедлива оценка:

|H (t, τ, ε)| ≤
(
e−1 + 1

)
l(τ) (8)

Доказательство. Сначала покажем, что

H(t, τ, ε) =
1

ε+ a(t)
[K(τ, τ)−K(t, τ)] exp

(
−
∫ t

τ

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
−

− 1

ε+ a(t)

∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
· exp

(
−
∫ t

τ

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
[K(t, τ)−K(s, τ)] ds.

(9)
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В самом деле,

∫ t

τ

1

ε+ a(t)
exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
K(s, s)

ε+ a(s)
[K(t, τ)−K(τ, τ)] ds =

=
1

ε+ a(t)
[K(t, τ)−K(τ, τ)] · exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)∣∣∣∣s=t

s=τ

=

=
[K(t, τ)−K(τ, τ)]

ε+ a(t)
− [K(t, τ)−K(τ, τ)]

ε+ a(t)
· exp

(
−
∫ t

τ

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
.

(10)

Учитывая (10), имеем (9). Далее

|H(t, τ, ε)| ≤ |K(t, τ)−K(τ, τ)|
ε+ a(t)

exp

(
−
∫ t

τ

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
+

1

ε+ a(t)

∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
·

· exp
(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
|K(t, τ)−K(s, τ)| ds ≤ l(τ)

∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
ds·

· exp
(
−
∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
ds

)
+

1

ε+ a(t)

∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
·

·
(
l(τ)

∫ t

s
K(τ, τ)dτ

)
ds ≤ l(τ) ·

[∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
ds exp

(
−
∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
ds

)]
+

+l(τ)
∫ t

τ

K(s, s)

ε+ a(s)
exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
·
(∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
ds ≤

≤ l(τ) ·

sup
ν≥0

(
νe−ν

)
+

∫ ∫ t
τ

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

0

e−ν1ν1dν1

 ≤
(
e−1 + 1

)
l(τ).

Лемма доказана. �

Лемма 3 Пусть выполняются условия а) -в) и f(t) ∈ Lp
λ(t0, T ), где λ (t) =

K(t, t)

a(t)
.

Тогда для любого ε > 0существует единственное решение v(t, ε) уравнения (2) из про-
странства Lp

λ(t0, T ).

Доказательство. Из уравнения (2) определим:

v(t, ε) = −
∫ t

t0

K (s, s) v(s, ε)

ε+ a(t)
ds−

∫ t

t0

[K (t, s)−K (s, s) ] v(s, ε)

ε+ a(t)
ds+

f(t)

ε+ a(t)
,
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Отсюда, используя резольвенту ядра
(
−K(s, s)

ε+ a(t)

)
, имеем

v(t, ε) = −
∫ t

t0

[K(t, s)−K(s, s)] v(s, ε)

ε+ a(t)
ds+

f(t)

ε+ a(t)
+
∫ t

t0

K(s, s)

ε+ a(t)
·

exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
·
{
− f(s)

ε+ a(s)
+
∫ s

0

[K (s, τ)−K (τ, τ) ] ξ(τ, ε)

ε+ a(s)
dτ

}
ds

(11)

Применяя формулу Дирихле, уравнение (11) сводим к эквивалентному уравнению:

v(t, ε) =

∫ t

t0

H(t, s, ε) · v(s, ε)ds+ f1(t, ε), (12)

где

H(t, s, ε) =
K(τ, τ)−K(t, τ)

ε+ a(t)
+
∫ t

τ
K(s, s) exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
·

· K(s, τ)−K(τ, τ)

[ε+ a(t)] [ε+ a(s)]
ds,

(13)

f1(t, ε) =
−f(t)

ε+ a(t)
+

∫ t

t0

K(s, s) exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
f(s)

[ε+ a(t)] [ε+ a(s)]
ds. (14)

Для решения уравнения (12) применим метод последовательных приближений:

v0(t, ε) = f1(t, ε); vn(t, ε) =

∫ t

t0

H(t, s, ε) · vn−1(s, ε)ds+ f1(t, ε). (15)

Последовательность {vn} сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд:

∞∑
i=1

[vi(t, ε)− vi−1(t, ε)] + v0(t, ε). (16)

Так как vn(t, ε) =
∑∞

i=1 [vi(t, ε)− vi−1(t, ε)] + v0(t, ε), учитывая (14) и применяя нера-
венство Минковского, оценим:

∥v0(t, ε)∥p,λ = ∥f1(t, ε)∥p,λ ≤
∥∥∥∥ f(t)

ε+ a(t)

∥∥∥∥
p,λ

+

+

∥∥∥∥∫ t

t0

K(s, s) · exp
(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
· f(s)

[ε + a(t )] · [ε + a(s )]
ds

∥∥∥∥
p,λ

≤

≤ 1

ε
∥f(t)∥p,λ +

{∫ T

t0

∣∣∣∣∫ t

t0

K(s, s) · exp
(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
·

f(s)

[ε + a(t )] · [ε + a(s )]
ds

∣∣∣∣p · K(t, t)

a(t)
dt

} 1
p

=
1

ε
∥f(t)∥p,λ +
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+

{∫ T

t0

(∫ t

t0

K
1
q (s, s) exp

(
−
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
K

1
p (s, s)f(s)

[ε+ a(s)]
1
q [ε+ a(s)]

1
p

ds

)p

·

·K(t, t)

a(t)
dt

} 1
p 1

ε
=

1

ε
∥f(t)∥p,λ +


∫ T

t0

∫ t

t0

K(s, s) exp

(
−q
∫ t

s

K(τ, τ)

ε+ a(τ)
dτ

)
[ε+ a(s)]

p
q

ds·

·
∫ t

t0

K(s, s) |f(s)|p

[ε + a(s )]
ds

)p

· K(t, t)

a(t)
dt

} 1
p

· 1
ε
≤ 1

ε

[
1+

(
1

q

) 1
q
∥∥∥∥K(t, t)

a(t)

∥∥∥∥ 1
p

L1(t0,T )

]
∥f(t)∥p,λ . (17)

Учитывая (13) и (15) оценим:

∥v1(t, ε)− v0(t, ε)∥p,λ,t =
∥∥∥∫ t

t0
H(t, s, ε)v0(s, ε)ds

∥∥∥
p,λ,t

≤
∥∥∥∫ t

t0
(e−1 + 1)l(s)·

· |v0(s, ε)| ds∥p,λ,t=

{∫ t

t0

∣∣∣∣∣∫ τ

t0

(e−1+ 1)l(s)a
1
p (s)K

1
p (s, s) |v0(s, ε)|

a
1
p (s)K

1
p (s, s)

ds

∣∣∣∣∣
p
K(τ, τ)

a(τ)
dτ

} 1
p

≤

≤ (e−1 + 1) ·

∫ t

t0

[∫ τ

t0

lq(s)a
q
p (s)

K
q
p (s, s)

ds

] p
q

∥v0(s, ε)∥pp,λ,τ
K(τ, τ)

a(τ)
dτ


1
p

=

= (e−1 + 1)
[∫ t

t0
b(τ)dτ

] 1
p ∥v0(s, ε)∥p,λ

(18)

Учитывая (18), проведем оценку:

∥v2(t, ε)− v1(t, ε)∥p,λ,t =
∥∥∥∫ t

t0
H(t, s, ε) [v1(s, ε)− v0(s, ε)] ds

∥∥∥
p,λ,t

≤

≤
{∫ t

t0

∣∣∣∫ τ

t0
(e−1 + 1)l(s) |v1(s, ε)− v0(s, ε)| ds

∣∣∣p K(τ, τ)

a(τ)
dτ

} 1
p

≤ (e−1 + 1)·

·

∫ t

t0

[∫ τ

t0

lq(s)a
q
p (s)

K
q
p (s, s)

ds

] p
q

∥v1(s, ε)− v0(s, ε)∥pp,λ,τ
K(τ, τ)

a(τ)
dτ


1
p

≤

≤ (e−1 + 1)2 ·
{∫ t

t0
b(τ)

[∫ τ

t0
b(s)ds

]
dτ
} 1

p ∥v0(s, ε)∥p,λ =

= (e−1 + 1)2 ·
{∫ t

t0

[∫ τ

t0
b(τ)dτ

]
d
(∫ τ

t0
b(τ)dτ

)} 1
p · ∥v0(s, ε)∥p,λ ≤

≤ (e−1 + 1)2
{

1
2

(∫ t

t0
b(τ)dτ

)2} 1
p

∥v0(s, ε)∥p,λ .

(19)
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При получении оценок (17), (18) и (19) мы применяли неравенство Гельдера. Отсюда,
используя метод математической индукции, докажем истинность оценки:

∥vn(t, ε)− vn−1(t, ε)∥p,λ,t ≤ (e−1 + 1)n
{

1

n!

(∫ t

t0

b(τ)dτ

)n} 1
p

∥v0(s, ε)∥p,λ . (20)

При n = 1 мы получили оценку (18). Предположим, что оценка верна при n = k, т.е.

∥vk(t, ε)− vk−1(t, ε)∥p,λ,t ≤ (e−1 + 1)k
{

1
k!

(∫ t

t0
b(τ)dτ

)k} 1
p

∥v0(s, ε)∥p,λ. Тогда, так как

∥vk+1(t, ε)− vk(t, ε)∥p,λ,t =
∥∥∥∫ t

t0
H(t, s, ε) [vk(s, ε)− vk−1(s, ε)] ds

∥∥∥
p,λ,t

≤

≤
∥∥∥∫ τ

t0
(e−1 + 1) l(s) |vk(s, ε)− vk−1(s, ε)| ds

∥∥∥
p,λ,t

≤

≤
{∫ t

t0

[∫ τ

t0
(e−1 + 1) l(s) |vk(s, ε)− vk−1(s, ε)| ds

]p K(τ, τ)

a(τ)
dτ

} 1
p

≤ (e−1 + 1) ·

·

∫ t

t0

[∫ τ

t0

lq(s)a
q
p (s)

K
q
p (s, s)

ds

] p
q

∥vk(s, ε)− vk−1(s, ε)∥pp,λ,τ
K(τ, τ)

a(τ)
dτ


1
p

=

= (e−1 + 1)
k+1

[
1

(k + 1)!

(∫ t

t0
b(τ)dτ

)k+1
] 1

p

∥v0(s, ε)∥p,λ

Очевидно, что и при n = k + 1, оценка (20) истинна. Следовательно, оценка (20)
истинна при всех значениях n ∈ N.

В дальнейшем, для простоты введем обозначение b0 =
∫ T

t0
b(τ)dτ , тогда из (20) имеем:

∥vn(t, ε)− vn−1(t, ε)∥p,λ,t ≤ (e−1 + 1)n
{

1

n!
bn0

} 1
p

∥v0(t, ε)∥p,λ . (21)

В силу (21) для ряда (16) получим следующий мажорирующий числовой ряд:

∥v0(t, ε)∥p,λ

{
1 +

∞∑
n=1

(
e−1 + 1

)n(bn0
n!

) 1
p

}
. (22)

Для того, чтобы доказать сходимость числового ряда (22), воспользуемся признаком
Даламбера:

an =
(
e−1 + 1

)n(bn0
n!

) 1
p

, an+1 =
(
e−1 + 1

)n+1
(

bn+1
0

(n+ 1)!

) 1
p

,

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
e−1 + 1

)( b0
n+ 1

) 1
p

= 0.
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Поэтому последовательность {vn(t, ε)} по норме Lp
λ(t0, T ) сходится к элементу v(t, ε) это-

го пространства. Ясно, что эта функция будет решением уравнения (2). Из (12) следует:

|v(t, ε)| ≤
∫ t

t0

(
e−1 + 1

)
l(s) |v(s, ε)| ds+ |f1(t, ε)| , t ∈ [t0, T ] .

Отсюда, взяв норму ∥·∥p,λ,t и применяя неравенства Минковского и Гельдера, имеем:

∥v(t, ε)∥p,λ,t ≤

∥∥∥∥∥∫ t

t0
(e−1 + 1)

l(s)a
1
p (s)

K
1
p (s, s)

K
1
p (s, s)

a
1
p (s)

|v(s, ε)| ds

∥∥∥∥∥
p,λ,t

+ ∥f1(t, ε)∥p,λ,t ≤

≤ (e−1 + 1) ·

∫ t

t0

[∫ τ

t0

lq(s)a
q
p (s)

K
q
p (s, s)

ds

] p
q

∥v(s, ε)∥p
p,λ,τ

K(τ,τ)
a(τ)

dτ


1
p

+ ∥f1(t, ε)∥p,λ,t =

= (e−1 + 1)
[∫ t

t0
b(τ) ∥v(s, ε)∥p

p,λ,τ
dτ
] 1

p
+ ∥f1(t, ε)∥p,λ,t .

Отсюда, в силу неравенства (a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) , a ≥ 0, b ≥ 0, p ≥ 1, получим

∥v(t, ε)∥pp,λ,t ≤ 2p−1

∫ t

t0

(
e−1+1

)p
b(τ) ∥v(s, ε)∥pp,λ,τ dτ + 2p−1 ∥f1(t, ε)∥pp,λ , t ∈ [t0, T ]. (23)

Применяя неравенство Гронуолла-Беллмана, из (23) имеем:

∥v(t, ε)∥pp,λ,t ≤ 2p−1 ∥f1(t, ε)∥pp,λ exp
(
2p−1

(
e−1 + 1

)p ∫ t

t0

b (τ) dτ

)
, t ∈ [t0, T ] .

Отсюда получим

∥v(t, ε)∥pp,λ,t ≤ M ∥f1(t, ε)∥pp,λ , (24)

где M = 2p−1 exp
(
2p−1 (e−1 + 1)

p ∫ T

t0
b (τ) dτ

)
.

Из (24) приf1(t) = 0, t ∈ [t0, T ] вытекает ∥v(t, ε)∥p,λ = 0. Лемма доказана. �

Теорема 1 Пусть выполняются условия а)- в). Тогда, если K(t, t) > 0 при почти всех
t ∈ [t0, T ], уравнение (1) имеет решение u(t) ∈ Lp

p,λ (t0, T ), то решение v(t, ε)уравнения
(2) при ε → 0 сходится по норме Lp

p,λ (t0, T )кu(t). При этом справедлива оценка:

∥v(t, ε)− u(t)∥pLp,λ
≤ M

{
νp,λ,u

[
ϕ
(
εβ
)]

+ εp(1−β) ∥u(t)∥pp,λ+

+
(

2
q

)p/q
∥u(t)∥pp,λ

[
ωλ

(
ϕ
(
εβ
))

+ εp(1−β) ∥λ(t)∥L1(t0,T )

]}
,

(25)

где β – произвольное число из (0, 1)),

νp,λ,u
[
ϕ
(
εβ
)]

=

∫ ϕ(εβ)

t0

|u(t)|p K(t, t)

a(t)
dt, ωλ

(
ϕ
(
εβ
))

=

∫ ϕ(εβ)

t0

K(t, t)

a(t)
dt,

ϕ(x)− обратная функция к a(t) на [t0, T ], M = 2p−1 exp
(
2p−1 (e−1 + 1)

p ∫ T

t0
b (τ) dτ

)
.
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Доказательство. В уравнении (2) сделаем замену:

v(t, ε) = u(t) + ξ(t, ε), (26)

где u(t)− решение уравнения (1). Подставляя (26) в (2), имеем:

[ε+ a(t)] ξ(t, ε) +
∫ t

t0
K(s, s)ξ(s, ε)ds+

∫ t

t0
[K(t, s)−K(s, s)] ξ(s, ε)ds = −εu(t),

ξ(t, ε) +
∫ t

t0

K(s, s)

ε+ a(t)
ξ(s, ε)ds+

∫ t

t0

[K(t, s)−K(s, s)]

ε+ a(t)
ξ(s, ε)ds = − εu(t)

ε+ a(t)
,

(27)

используя резольвенту ядра
[
−K(s, s)

ε+ a(t)

]
и применяя формулу Дирихле, получим:

ξ(t, ε) =

∫ t

t0

H(t, s, ε)ξ(s, ε)ds+ f1(t, ε), (28)

где H(t, s, ε) определена по формуле (13), f1(t, ε) определена по формуле (3).
В силу леммы 2 из (28) имеем:

|ξ(t, ε)| ≤
∫ t

t0

(
e−1 + 1

)
l(s) |ξ(s, ε)| ds+ |f1(t, ε)| , t ∈ [t0, T ] . (29)

Для любого v(t) ∈ Lp
λ(t0, T ) и для любого t ∈ [t0, T ] введем обозначение:

∥v(t)∥pp,λ,t =
∫ t

t0

|v(s)|p λ(s)ds.

Из (29) беря норму ∥·∥p,λ,tи применяя неравенство Минковского:

∥ξ(t, ε)∥p,λ.t ≤
∥∥∥∥∫ t

t0

(
e−1 + 1

)
l(s) |ξ(s, ε)| ds

∥∥∥∥
p,λ.t

+ ∥f1(t, ε)∥p,λ.t . (30)

Возводим (30) в p− тую степень и применим неравенство [4]

(a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) , a ≥ 0, b ≥ 0, p ≥ 1

∥ξ(t, ε)∥p,λ.t ≤ 2p−1

[∥∥∥∥∫ t

t0

(
e−1 + 1

)
l(s) |ξ(s, ε)| ds

∥∥∥∥p
p,λ.t

+ ∥f1(t, ε)∥pp,λ.t

]
. (31)
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Оценим первое слагаемое в правой части (31):∥∥∥∫ t

t0
(e−1+ 1) l(s) |ξ(s, ε)| ds

∥∥∥p
p,λ.t

≤
∫ t

t0

∣∣∣∫ τ

t0
(e−1+ 1) l(s) |ξ(s, ε)| ds

∣∣∣p K(τ, τ)

a(τ)
dτ ≤

≤
∫ t

t0

∣∣∣∣∣(e−1 + 1)
∫ τ

t0

l(s)a
1
p (s)

K
1
p (s, s)

|ξ(s, ε)| K
1
p (s, s)

a
1
p (s)

ds

∣∣∣∣∣
p
K(τ, τ)

a(τ)
dτ ≤

≤ (e−1 + 1)
p ∫ t

t0

(∫ τ

t0

lq(s)a
q
p (s)

K
q
p (s, s)

ds

) p
q

·
(∫ τ

t0
|ξ(s, ε)|p K(s, s)

a(s)
ds

)
K(τ, τ)

a(τ)
dτ =

= (e−1 + 1)
p ∫ t

t0
b(τ)

[∫ τ

t0
|ξ(s, ε)|p K(s, s)

a(s)
ds

]
dτ =

= (e−1 + 1)
p ∫ t

t0
b(τ) ∥ξ(s, ε)∥pp,λ,τ dτ.

(32)

где b(τ) =

(∫ τ

t0

lq(s)a
q
p (s)

K
q
p (s, s)

ds

) p
q
K(τ, τ)

a(τ)
– суммируемая функция, т.е. b(τ) ∈ L1(t0, T ).

Замечание:

1. Если a(t) – возрастающая функция, то

b(τ) ≤

(∫ τ

t0

lq(s)a
q
p (s)

K
q
p (s, s)

ds

) p
q
K(τ, τ)

a(τ)
≤

(∫ τ

t0

lq(s)

K
q
p (s, s)

ds

) p
q

K(τ, τ).

2. Если a(t) – возрастающая функция, K(t, t) – невозрастающая функция, то

b(τ) ≤
(∫ τ

t0

lq(s)ds

) p
q

.

Учитывая (32) в оценке (31) имеем:

∥ξ(t, ε)∥p
p,λ.t

≤ 2p−1
(
e−1 + 1

)p ∫ t

t0

b(τ) ∥ξ(s, ε)∥p
p,λ.τ

dτ + 2p−1 ∥f1(s, ε)∥pp,λ.t .

Отсюда, применяя неравенство Гронуолла-Беллмана, имеем:

∥ξ(t, ε)∥p
p,λ.t

≤2p−1 ∥f1(s, ε)∥pp,λ.t exp
(
2p−1

(
e−1+ 1

)p∫ t

t0

b(τ)dτ

)
≤ M∥f1(s, ε)∥pp,λ ,

где M = 2p−1 exp
(
2p−1 (e−1 + 1)

p ∫ t

t0
b(τ)dτ

)
, ∥f1(s, ε)∥pp,λ определена по формуле (4) в

лемме 1. Теорема доказана. �

Следствие 1 Если выполняются условия а)–в) и K(t, t) > 0 при почти всех t ∈ [t0, T ],
то решение уравнения (1) в пространстве Lp

λ(t0, T ), p ≥ 1 единственно.

Доказательство. Пусть u(t) – ненулевое решение уравнения (1) из пространства
Lp
λ(t0, T ) при f(t) ≡ 0. Тогда из оценки (25), переходя к пределу при ε → 0, имеем:

∥u(t)∥pp,λ = 0, т.е. u(t) = 0 при t ∈ [t0, T ].
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