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Задача продолжения для уравнения электродинамики

В работе рассматриваются задачи продолжения решений гиперболических уравнений
с части границы области. К этим задачам относятся задача Коши для гиперболиче-
ского уравнения с данными на времениподобной поверхности. Во многих обратных
задачах искомые неоднородности расположены на некоторой глубине под слоем сре-
ды, параметры которой известны (в геофизике это, как правило, однородные или сло-
истые среды). В этом случае важным инструментом для практиков являются задачи
продолжения геофизических полей с земной поверхности в сторону залегания неод-
нородностей. Рассмотрена физическая постановка задачи продолжения и сведена к
обратной задаче. Задача продолжения формулируется в виде операторного уравнения
Aq = f . Рассмотрены корректность: существование, единственность и устойчивость
прямой задачи. Задачи продолжения решений уравнений математической физики с
части границы во многих случаях являются сильно некорректными задачами в клас-
сах функций конечной гладкости. Для решения задачи продолжения применяются
градиентные методы минимизации целевого функционала J(q) =< Aq − f,Aq − f >.
Целевой функционал минимизирован методом Ландвебера. Вычислен градиент функ-
ционала и приведен алгоритм решения обратной задачи. На основе оценок условной
устойчивости исследована скорость сходимости градиентных методов. Для численно-
го решения задачи приведен конечно-разностный алгоритм решения задачи. Расчеты
проведены для трех различных сред: с одной неоднородностью, с двумя неоднород-
ностями и тремя неоднородностями, расположенными на глубине 6 м. Представлены
результаты численных расчетов.
Ключевые слова : обратная задача, уравнение электродинамики, задача продолже-
ния, оптимизационный метод, сопряжённая задача, функционал невязки.

S.I. Kabanikhin, M.A. Shishlenin, D.B. Nurseitov, B.B. Sholpanbaev
The continuation problem for the electrodynamics equation

In this paper we consider the continuation problems of hyperbolic equation solutions
with part of the boundary. These problems include the Cauchy problem for a hyperbolic
equation with data on a timelike surface. Many of inverse problems desired inhomogeneity
located at some depth beneath the medium whose parameters are known (in geophysics is
usually homogeneous or layered medium). In this case, an important tool for practitioners
are continuation problems of geophysical fields from the surface towards the occurrence of
inhomogeneities. We consider the physical formulation of the continuation problem and
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reduced to the inverse problem. The continuation problem is formulated as an operator
equation Aq = f . We have considered the correctness: the existence, uniqueness and
stability of the direct problem. Continuation problem solutions of equations of mathema-
tical physics with part of the boundary in many cases are highly ill-posed problems in
classes of functions of finite smoothness. For solving the continuation problem we used
the gradient methods to minimize the objective functional J(q) =< Aq − f,Aq − f >.
Objective functional is minimized by the Landweber’s method. Written out gradient of the
functional and presented the algorithm of solving the inverse problem. Based on estimates
of the conditional stability, we investigated the rate of convergence of gradient methods.
For the numerical solution of the problem reduced finite-difference algorithm for solving
the problem. Calculations are carried for three different media: with one inhomogeneity,
with two inhomogeneities and three inhomogeneities in, which are located at a depth of 6
m. The results of numerical calculations was presented.
Key words: inverse problem, electrodynamics equation, optimization method, the adjoint
problem, residual functional, continuation problem.

С.И. Кабанихин, М.А. Шишленин, Д.Б. Нурсеитов, Б.Б. Шолпанбаев
Электродинамика теңдеуiнiң жалғастыру есебi

Мақалада гиперболикалық теңдеу шешiмiн облыс шекарасы бөлiмiнен жалғастыру
есебi қарастырылады. Бұл есептерге уақыт тәрiздi беттегi гиперболикалық теңдеудiң
Коши есебi жатады. Көптеген керi есептерде iзделiндi өзгешелiктер орта қабатының
қандайда бiр тереңдiгiнде орналасады(геофизикада, әдетте бiртектi немесе қатпарлы
орта). Бұл жағдайда қолданушыларға өзгешелiктер бағытына қарай геофизикалық
өрiстердi жалғастыру есебi маңызды құрал болып табылады. Жалғастыру есебiнiң
физикалық қойылымы қарастырылған және керi есепке келтiрiлген. Жалғастыру
есебi операторлық теңдеу Aq = f түрде қойылады. Тура есептiң корректiлiгi: ше-
шiмнiң бар болуы, жалғыздығы мен орнықтылығы қарастырылады. Математика-
лық физика теңдеулерiнiң шешiмiн шекарадан жалғастыру есебi шектi тегiс функ-
циялар класында қатты корректi емес болып табылады. Жалғастыру есебiн шешу
үшiн мақсаттық J(q) =< Aq− f,Aq− f > функционалды минимизациялау градиент-
тiк тәсiлi қолданылады. Мақсаттық функционал Ландвебер тәсiлiмен минимизация-
ланған. Функционалдың градиентi есептелiнiп, керi есептi шешу алгоритмi келтiрiл-
ген. Шартты орнықтылық бағалауының негiзiнде градиенттiк тәсiлдердiң жинақта-
лу жылдамдығы зерттелген. Сандық есептеулер үш түрлi ортада жүргiзiлген: бiр,
екi және үш қосылымдары бар және тереңдiгi 6 м. Сандық есептеулер нәтижелерi
келтiрiлген.
Түйiн сөздер: керi есептер, электродинамика теңдеуi, жалғастыру есебi, ұтымды-
лық әдiс, түйiндес есеп, қиыспаушылық функционалы.

Введение

В работе предложен подход регуляризации задачи продолжения электромагнитного
поля. Впервые аналогичный итерационный метод был предложен в работе В.А. Козло-
ва, В.Г. Мазья, А.В. Фомина в 1991 году для уравнения Лапласа [6]. В нашей работе мы
приводим строгое математическое обоснование оценок скорости сходимости по функци-
оналу градиентных методов и сильной сходимости, используя оценки условной устой-
чивости. Разработанные алгоритмы были применены для решения задачи продолжения
электромагнитнитных полей.



68 Вестник КазНУ, сер. мат., мех., инф. 2013, №4(79)

Задачи определения параметров математических моделей электродинамики возни-
кают в геофизике, медицине и других областях приложения математики. К основным
параметрам моделей электродинамики относятся диэлектрическая и магнитная прони-
цаемость и проводимость. Для нахождения или уточнения указанных параметров моде-
лей используют дополнительную информацию об электромагнитных процессах. Такие
задачи относятся к обратным задачам математической физики, основы теории которой
были заложены в работах А.Н. Тихонова, М.М. Лавреньтева, В.К. Иванова, а также их
учеников и последователей.

Во многих обратных задачах искомые неоднородности расположены на некоторой
глубине под слоем среды, параметры которой известны (в геофизике это, как правило,
однородные или слоистые среды). В этом случае важным инструментом для практиков
являются задачи продолжения геофизических полей с земной поверхности в сторону
залегания неоднородностей.

Задачи продолжения решений уравнений математической физики с части границы
во многих случаях являются сильно некорректными задачами в классах функций конеч-
ной гладкости. К этим задачам относятся задачи Коши для гиперболического уравнения
с данными Коши на времениподобной поверхности, для уравнения теплопроводности с
данными Коши на части границы и для уравнения Лапласа.

В данной работе мы рассмотрим методы регуляризации задачи продолжения осно-
ванные на градиентных методах и методе сингулярного разложения.

1. Физическая постановка задачи продолжения

Основным физическим примером будет двумерная задача электродинамики. Рас-
смотрим систему уравнений Максвелла

rotH = ε
∂E

∂t
+ σE + j, rotE = −µ∂H

∂t
.

Здесь положительные функции ε(x, y, z), σ(x, y, z) и µ(x, y, z) диэлектрическая прони-
цаемость, проводимость и магнитная проницаемость среды соответственно.

Считаем, что электромагнитные колебания до момента времени t = 0 отсутствуют:

(E,H)|t<0 ≡ 0, j|t<0 ≡ 0,

а затем индуцируются внешним током j(x, y, z, t).
Рассмотрим один из простейших вариантов задачи, когда ε, σ и µ зависят только

от глубины x и одной горизонтальной переменной y, а источником стороннего тока
является достаточно длинный кабель, расположенный по центру и протянутый вдоль
оси z:

j(x, y, z, t) = (0, 0, 1)Tgv(x)gh(y)r(t).

Здесь функции gv и gh описывают поперечные размеры источника.
В этом случае, пренебрегая влиянием концов кабеля, в системе уравнений Максвелла

ненулевыми останутся только три компоненты Ez, Hx, Hy и система будет иметь вид:

ε
∂Ez

∂t
+
∂Hx

∂y
− ∂Hy

∂x
+ σEz + gv(x)gh(y)r(t) = 0,
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Рисунок 1. Область Ω

µ
∂Hx

∂t
+
∂Ez

∂y
= 0,

µ
∂Hy

∂t
− ∂Ez

∂x
= 0.

После исключения из первого уравнения частных производных компонент Hx и Hy,
получим относительно Ez уравнение второго порядка

ε
∂2Ez

∂t2
+ σ

∂Ez

∂t
=

∂

∂x

(
1

µ

∂Ez

∂x

)
+

∂

∂y

(
1

µ

∂Ez

∂y

)
− gv(x)gh(y)r

′(t),

к которому добавим начальное условие

Ez|t<0 ≡ 0.

Обозначим v = Ez(x, y, t), ε = const, µ = const и получим следующее уравнение:

εvττ + σvτ =
∂

∂x

(
1

µ

∂v

∂x

)
+

∂

∂y

(
1

µ

∂v

∂y

)
Введем новую переменную t =

τ
√
εµ

. Для функции u(x, y, t) = v(x, y, τ) получим,

utt +
σ
√
µ

√
ε
ut = ∆u.

2. Математическая постановка задачи продолжения

Рассмотрим задачу продолжения в области Ω = ∆(Lx)× (0, Ly), где ∆(Lx) = {(x, t) :
x ∈ (0, Lx), t ∈ (x, 2Lx − x)}:

utt +
(σ√µ

√
ε

)
ut = uxx + uyy (1)

ux(0, y, t) = g(y, t), (2)
u(0, y, t) = f(y, t), (3)
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Физическая постановка задачи (1)-(3). Пусть на границе среды x = 0 исследуемой
области Ω включается источник ıлектромагнитных волн (2) в момент времени t = 0.
Отклик среды (3) измеряется на поверхности x = 0 в течении времени t ∈ (0, 2Lx).

Предполагаем, что функция источника g(y, t) финитна и ее носитель лежит внутри
(0, Ly) и Ly достаточно большое, чтобы:

u(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0. (4)

2.1 Пример Адамара некорректности задачи продолжения

Задача продолжения (1)—(3) некорректна по Адамару. Пусть σ ≡ 0. Тогда решение
задачи {

utt = uxx + uyy,

u(0, y, t) = 1
k
cos(k

√
2y) cos(kt), ux(0, y, t) = 0.

единственно, но не является устойчивым к возмущениям данных Коши [1]. В самом

деле, при k → ∞ данные uk(0, y, t) =
1

k
cos(k

√
2y) cos(kt) стремятся к нулю, в то время

как решение

uk(x, y, t) =
1

k

ekx + e−kx

2
cos(k

√
2y) cos(kt)

бесконечно возрастает в любой окрестности плоскости x = 0.

2.2 Сведение задачи продолжения к обратной задаче

Рассмотрим некорректную задачу (1) — (4) как обратную к следующей прямой (кор-
ректной) задаче. В области Ω = ∆(Lx)× (0, Ly) требуется определить u(x, y, t) по задан-
ным q(x, y) и g(y, t) из соотношений:

utt +
σ
√
µ

√
ε
ut = uxx + uyy, (x, t) ∈ ∆(Lx) (5)

ux(0, y, t) = g(y, t), y ∈ (0, Ly), t ∈ (0, 2Lx); (6)
u(x, y, x) = q(x, y), x ∈ (0, Lx), y ∈ (0, Ly); (7)
u(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0, (x, t) ∈ ∆(Lx). (8)

В прямой задаче (5) — (8) требуется определить u(x, y, t) по заданным q(x, y) и g(y, t).
Прямая задача (5)–(8) является корректной задачей [1]. Отметим, что решив прямую

задачу (5)–(8) мы тем самым найдем решение задачи продолжения (1)–(4).
Обратная задача заключается в определении функции q(x, y) из соотношении (5)—

(8) по дополнительной информации:

u(0, y, t) = f(y, t). (9)

Обозначим Ω = (0, Lx)× (0, Ly)× (0, T ).
Функция u(x, y, t) ∈ C2 (Ω)

∩
C1((0, Lx)×(0, Ly)× [0, T ))

∩
C([0, Lx]× [0, Ly]×(0, T )) и

удовлетворяющяя соотношениям (5) — (8) внутри области Ω называется классическим
решением прямой задачи (5) — (8).
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Рисунок 2. Рассмотрение области Ω в нижнем треугольнике

Определение 1 Пусть q(x, y) ∈ H1
(
(0, Lx)× (0, Ly)

)
, g(y, t) ∈ H1

(
(0, Ly)× (0, 2Lx)

)
.

Функцию u ∈ H1(Ω) будем называть обобщенным решением прямой задачи (5) — (8),
если для любых v ∈ H1(Ω) таких, что

v(x, y, 2Lx − x) = 0, y ∈ (0, Ly), x ∈ (0, Lx) (10)
v(x, 0, t) = v(x, Ly, t) = 0. (x, t) ∈ ∆(Lx), (11)

имеет место равенство∫∫∫
Ω

(
vtut −

σ
√
µ

√
ε
vtu− vxux − vxux − vyuy)dxdydt =

=

Ly∫
0

Lx∫
0

(
v(x, y, x)qx(x, y) +

σ
√
µ

√
ε
v(x, y, x)q(x, y)

)
dxdy−

−
Ly∫
0

2Lx∫
0

v(0, y, t)g(y, t)dtdy. (12)

2.3 Корректность прямой задачи

Для доказательства корректности прямой задачи сначала докажем несколько лемм.
Потом докажем теорему существования, единственности и устойчивости решения пря-
мой задачи.

Пусть ∆(t) = {(ξ, y, τ) : ξ = (0, t), y ∈ (0, Ly), τ ∈ (ξ, t)}.

Лемма 1 Пусть u ∈ H1(Ω) является обобщенным решением прямой задачи (5) — (8),
тогда выполняется следующее равенство

Ly∫
0

t∫
0

(u2t + u2ξ + u2y)(ξ, y, t)dξdy =

Ly∫
0

t∫
0

(q2ξ (ξ, y) + q2y(ξ, y))dξdy

−2

Ly∫
0

t∫
0

uτ (0, y, τ)g(y, τ)dτdy −
Ly∫
0

t∫
0

τ∫
0

σ
√
µ

√
ε
u2τdτdξdy. (13)
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Доказательство. Рассмотрим следующее тождество в области ∆(t) = {(ξ, y, τ) : ξ =
(0, t), y ∈ (0, Ly), τ ∈ (ξ, t)}:∫∫∫

∆(t)

uτ

(
uττ +

σ
√
µ

√
ε
uτ − uξξ − uyy

)
dτdξdy = 0.

Интегрируя по частям, получим следующее равенство

1

2

Ly∫
0

t∫
0

(u2t + u2ξ + u2y)(ξ, y, t)dξdy =
1

2

Ly∫
0

t∫
0

(u2t + 2utuξ + u2ξ)(ξ, y, ξ)dξdy

+
1

2

Ly∫
0

t∫
0

u2y(ξ, y, ξ)dξdy −
Ly∫
0

t∫
0

(uτuξ)(0, y, τ)dτdy −
Ly∫
0

t∫
0

τ∫
0

σ
√
µ

√
ε
u2τdτdξdy

Откуда, учитывая условие (6), получим

(u2t + 2utuξ + u2ξ)(ξ, y, ξ) = (ut + uξ)
2 =

(
du

dξ

∣∣∣
du
dξ

=1

)2

= q2ξ .

Таким образом, получаем равенство (13).
Пусть при t ∈ (0, Lx)

∥u∥2(t) =
Ly∫
0

t∫
0

(u2t + u2ξ + u2y)(ξ, y, t)dξdy

и соответственно

∥q∥2(t) =
Ly∫
0

t∫
0

(q2ξ (ξ, y) + q2y(ξ, y))dξdy

∥g∥2(t) =
Ly∫
0

t∫
0

(g2(y, τ) + q2τ (y, τ))dτdy

Теперь рассмотрим прямую задачу в верхнем треугольнике t ∈ (Lx, 2Lx).

Лемма 2 Пусть u ∈ H1(Ω) является обобщенным решением прямой задачи (5) — (8).
Тогда выполняется следующее равенство

Ly∫
0

2Lx−t∫
0

(u2t + u2ξ + u2y)(ξ, y, t)dξdy +

Ly∫
0

Lx∫
2Lx−t

(ut − uξ)
2(ξ, y, 2Lx − ξ)dξdy =

=

Ly∫
0

Lx∫
0

(q2ξ (ξ, y) + q2y(ξ, y))dξdy − 2

Ly∫
0

t∫
0

uτ (0, y, τ)g(y, τ)dτdy−

−
Ly∫
0

t∫
0

τ∫
0

σ
√
µ

√
ε
u2τdτdξdy. (14)
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Рисунок 3. Рассмотрение области Ω в верхнем треугольнике

Доказательство. Рассмотрим следующее тождество в области ∆(Lx, t) = ∆(Lx)∩{τ <
t} где ∆(Lx) = {(x, y, t) : x = (0, Lx), y ∈ R, t ∈ (x, 2Lx − x)}∫∫∫

∆(Lx,t)

uτ

(
uττ +

σ
√
µ

√
ε
uτ − uξξ − uyy

)
dτdξdy = 0.

Интегрируем по частям получим следующее равенство

1

2

Ly∫
0

2Lx−t∫
0

(u2t + u2ξ + u2y)(ξ, y, t)dξdy +
1

2

Ly∫
0

Lx∫
2Lx−t

(u2t − 2utuξ + u2ξ)(ξ, y, 2Lx−

−ξ)dξdy +
∫∫∫
∆(Lx,t)

σ
√
µ

√
ε
u2τdτdξdy =

1

2

Ly∫
0

t∫
0

(u2t + 2utuξ + u2ξ)(ξ, y, ξ)dξdy+

+
1

2

Ly∫
0

t∫
0

u2y(ξ, y, ξ)dξdy −
Ly∫
0

t∫
0

(uτuξ)(0, y, τ)dτdy

Откуда (u2t +2utuξ +u
2
ξ)(ξ, y, ξ) = (ut+uξ)

2 =

(
du

dξ

∣∣∣
du
dξ

=1

)2

= q2ξ и учитываем условие (6).

Получаем равенство (14).
Пусть при t ∈ (Lx, 2Lx)

∥u∥2(t) =
Ly∫
0

2Lx−t∫
0

(u2t + u2ξ + u2y)(ξ, y, t)dξdy

и соответственно

∥q∥2(Lx) =

Ly∫
0

Lx∫
0

(q2ξ (ξ, y) + q2y(ξ, y))dξdy

∥g∥2(t) =
Ly∫
0

t∫
0

(g2(y, τ) + q2τ (y, τ))dτdy
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Теорема 1 (существование обобщенного решения прямой задачи) Если q, g ∈ H1(Ω),
то прямая задача (5) — (8) имеет единственное обобщенное решение u ∈ H1(Ω) и
верна оценка

∥u∥2(t) ≤ eMt ·
(
∥q∥2(Lx) + ∥g∥2(2Lx)

)
(15)

здесь t ∈ (0, Lx).

Доказательство. Из теоремы вложения C(0, t) ⊂ H1(0, t) получаем оценку

|u(x, y, t)| ≤ C1

√∫ t

0

(u2 + u2ξ)(ξ, y, t)dξ ∀x ∈ (0, t), ∀y, t. (16)

Интегрируем по частям следующий интеграл

Ly∫
0

t∫
0

uτ (0, y, τ)g(y, τ)dτdy =

Ly∫
0

[
u(0, y, t)g(y, t)− u(0, y, 0)g(y, 0)

]
dy−

−
Ly∫
0

t∫
0

u(0, y, τ)gτ (y, τ)dτdy

Откуда получаем неравенство:∣∣∣∣∣
Ly∫
0

t∫
0

uτ (0, y, τ)g(y, τ)dτdy

∣∣∣∣∣ ≤
Ly∫
0

[∣∣u(0, y, t)g(y, t)∣∣+ ∣∣u(0, y, 0)g(y, 0)∣∣]dy
+

Ly∫
0

t∫
0

∣∣∣u(0, y, τ)gτ (y, τ)∣∣∣dτdy
Тогда из оценки (16) вытекает

∫
R

t∫
0

|uτ (0, y, τ)g(y, τ)|dτdy ≤ C2∥u∥(t) · ∥g∥(t).

Оценим равенсто (13) и получим:

Ly∫
0

t∫
0

(u2t + u2ξ + u2y)(ξ, y, t)dξdy ≤
Ly∫
0

t∫
0

(q2ξ (ξ, y) + q2y(ξ, y))dξdy+

+2

Ly∫
0

t∫
0

∣∣uτ (0, y, τ)g(y, τ)∣∣dτdy.
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Отсюда вытекает следующее неравенство

∥u∥2(t) ≤ ∥q∥2(t) + C3∥u∥(t) · ∥g∥(t).

Из курса элементарной математики можно показать

a2 ≤ b2 + C0ad =⇒ a2 ≤ C∗(b
2 + d2).

Тогда получаем следующую оценку

∥u∥2(t) ≤ C4

(
∥q∥2(t) + ∥g∥2(t)

)
. (17)

Пусть функция
∣∣σ√µ√

ε

∣∣
C1((0,Lx)×(0,Ly))

≤M .

Используя неравенство Гельдера и оценим следующий интеграл

Ly∫
0

t∫
0

τ∫
0

∣∣u2τ ∣∣∣∣σ√µ√
ε

∣∣dξdτdy ≤M

t∫
0

Ly∫
0

τ∫
0

∣∣u2τ ∣∣dξdydτ

Отсюда√√√√√ Ly∫
0

τ∫
0

∣∣uτ ∣∣2dξdy ≤ ∥u∥(τ),

Тогда получим

Ly∫
0

t∫
0

τ∫
0

∣∣u2τ ∣∣∣∣σ√µ√
ε

∣∣dξdτdy ≤M

t∫
0

∥u∥2(τ)dτ.

Следовательно из (13)

∥u∥2(t) ≤ C4

(
∥q∥2(t) + ∥g∥2(t)

)
+M

t∫
0

∥u∥2(τ)dτ. (18)

Пусть a(t) = ∥u∥2(t), b(t) = C4

(
∥q∥2(t) + ∥g∥2(t)

)
, тогда b(t) монотонно растёт и b(t) ≤

B = b(Lx) отсюда получаем

a(t) ≤ B +M

t∫
0

a(τ)dτ.
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Применяя к неравенству лемму Гронуолла–Беллмана, получим

a(t) ≤ BeMt

В итоге доказываем неравенство (15).

3. Решение задачи продолжения для уравнения геоэлектрики методом
Ландвебера

Вводим оператор A следующим образом

A : q(x, y) 7→ f(y, t)

A : H1(0, Lx) 7→ H1(0, 2Lx)

Тогда обратная задача (5) — (9) записывается в операторной форме

Aq = f. (19)

Введем целевой функционал

J(qn) = ∥Aqn − f∥2W 0
2
=

Ly∫
0

2Lx∫
0

[u(0, y, t; qn)− f(y, t)]2dydt. (20)

Целевого функционала (20) минимизируем методом Ландвебера.

qn+1 = qn − αJ ′qn, (21)

где α ∈
(
0,

1

∥A∥2

)
3.1. Вычисление градиента целевого функционала

Зададим приращение qn + δqn, тогда

δu = ũ− u = u(x, y, t; qn + δqn)− u(x, y, t; qn). (22)

Используя обозначение (22), вычисляем приращение целевого функционала J(q).

J(qn + δqn)− J(qn) =

Ly∫
0

2Lx∫
0

[
u(0, y, t; qn + δqn)− f(y, t)

]2
dydt

−
Ly∫
0

2Lx∫
0

[
u(0, y, t; qn)− f(y, t)

]2
dydt

=

Ly∫
0

2Lx∫
0

[
u(0, y, t; qn + δqn)− u(0, y, t; qn)

]
×
[
u(0, y, t; qn + δqn)− f(y, t) + u(0, y, t; qn)− f(y, t)

]
dy

=

Ly∫
0

2Lx∫
0

δu(0, y, t; qn)2
[
u(0, y, t; qn)− f(y, t)

]
dy + o(∥δu∥). (23)
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Для получения выражения на δu(0, y, t; qn) рассмотрим постановку возмущенной за-
дачи для уравнений (5) — (8).

ũtt +
σ
√
µ

√
ε
ũt = ũxx + ũyy (24)

ũx(0, y, t) = g(y, t), (25)
ũ(x, y, x) = qn + δqn, (26)
ũ(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0. (27)

Из соотношений (24)—(27) вычтем соотношения (5) — (8) и, учитывая (22), получим для
приращения δu задачу

δutt +
σ
√
µ

√
ε
δut = δuxx + δuyy (28)

δux(0, y, t) = 0, (29)
δu(x, y, x) = δqn, (30)
δu(x, 0, t) = u(x, Ly, t) = 0. (31)

Умножая (28) на произвольную функцию ψ(x, y, t), проинтегрируем по Ω.

0 =

∫∫∫
Ω

(
δutt +

σ
√
µ

√
ε
δut − δuxx − δuyy

)
ψdxdydt =

Ly∫
0

Lx∫
0

2Lx−x∫
x

ψδuttdtdxdy

−
Ly∫
0

Lx∫
0

t∫
0

ψδuxxdxdtdy −
Ly∫
0

2Lx∫
Lx

2Lx−t∫
0

ψδuxxdxdtdy −
Lx∫
0

2Lx−x∫
x

Ly∫
0

ψδuyydydtdx

+

Ly∫
0

Lx∫
0

2Lx−x∫
x

σ
√
µ

√
ε
ψδutdtdxdy

Проинтегрируем по частям и получим:

Ly∫
0

Lx∫
0

[
(ψδut)(x, y, 2Lx − x)− (ψδut)(x, y, x)− (ψtδu)(x, y, 2Lx − x)+

+(ψtδu)(x, y, x) +

2Lx−x∫
x

ψttδudt

]
dxdy +

Ly∫
0

Lx∫
0

σ
√
µ

√
ε

[
(ψδu)(x, y, 2Lx − x)−

−(ψδut)(x, y, x)−
2Lx−x∫
x

ψtδudt

]
dxdy −

Ly∫
0

Lx∫
0

[
(ψδux)(t, y, t)−

−(ψ

0
q
δux)(0, y, t)− (ψxδu)(t, y, t) + (ψxδu)(0, y, t) +

t∫
0

ψxxδudx

]
dtdy−
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−
Ly∫
0

2Lx∫
Lx

[
(ψδux)(2Lx − t, y, t)− (ψ

0
q
δux)(0, y, t)− (ψxδu)(2Lx − t, y, t)+

+(ψxδu)(0, y, t) +

2Lx−t∫
0

ψxxδudx

]
dtdy −

Lx∫
0

2Lx−x∫
x

[
(ψδuy)(x, Ly, t)−

−(ψδuy)(x, 0, t)− (ψy

0
q
δu)(x, Ly, t) + (ψy

0
q
δu)(x, 0, t) +

Ly∫
0

ψyyδudy

]
dtdx

Учитывая (29) и (31) и в силу того, что δux(t, y, t) + δut(x, y, x) =
dδu

dx

∣∣∣
dt
dx

=1
= (δq)x

получаем

∫∫∫
Ω

(
ψtt −

σ
√
µ

√
εψt

− ψxx − ψyy

)
δudxdydt+

Ly∫
0

Lx∫
0

[
(ψδut)(x, y, 2Lx − x)−

−(ψtδu)(x, y, 2Lx − x) + (ψtδu)(x, y, x)

]
dxdy +

Ly∫
0

Lx∫
0

(ψxδu)(t, y, t)dtdy−

−
Ly∫
0

2Lx∫
Lx

[
(ψδux)(2Lx − t, y, t)− (ψxδu)(2Lx − t, y, t)

]
dtdy −

Ly∫
0

(ψδu)
∣∣∣Lx

0
dy+

+

Ly∫
0

Lx∫
0

(ψxδu)(t, y, t)dxdy −
Lx∫
0

2Lx−x∫
x

[
(ψδuy)(x, Ly, t)− (ψδuy)(x, 0, t)

]
dtdx

+

Ly∫
0

Lx∫
0

σ
√
µ

√
ε

[
(ψδu)(x, y, 2Lx − x)− (ψδu)(x, y, x)

]
dxdy+

+

Ly∫
0

2Lx∫
0

(ψxδu)(0, y, t)dtdy

Откуда, вытекает постановка сопряженной задачи

ψtt −
σ
√
µ

√
εψt

= ψxx + ψyy, (32)

ψ(x, y, 2Lx − x) = 0, (33)
ψx(0, y, t) = 2(u(0, y, t)− f(y, t)), (34)
ψy(x, Ly, t) = ψy(x, 0, t) = 0. (35)
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Тогда, учитывая (23), получим

⟨δqn, J ′qn⟩ =
Ly∫
0

Lx∫
0

(
ψt(x, y, x) +

σ
√
µ

√
ε
ψ(x, y, x)

)
δqdxdy.

По определению [3, стр. 260] главная часть приращения функционала есть градиент, т.е.

J ′qn = ψt(x, y, x) +
σ
√
µ

√
ε
ψ(x, y, x). (36)

Здесь ψ(x, y, t) есть решение сопряженной задачи (32) — (35).

3.2. Алгоритм решения обратной задачи

1. Выбираем начальное приближение q0.

2. Предположим, что qn уже известно.

3. Решаем прямую задачу (5) — (8) с заданным qn.

4. Вычисляем значение функционала J(qn) по формуле (20).

5. Если значение целевого функционала не достаточно мало (например, J(qn) > δ),
тогда решаем сопряженную задачу (32)–(35) с данными

ψn(0, y, t) = 2(un(0, y, t)− f(y, t)).

6. Вычисляем градиент функционала J ′(qn) по формуле (36).

7. Вычисляем следующее приближение qn+1 = qn − αJ ′qn и переходим пункту 2.

4. Численные расчеты

Обозначим σ1 =
σ
√
µ

√
ε

. Будем искать решение прямой задачи (5) — (8) в виде ряда

Фурье по переменной y:

u(x, y, t) =
∑

uk(x, t)eiky σ1(x, y) =
∑

σk
1(x)e

iky

Тогда получим:∑
uktte

iky +
∑
n,k

σn
1 e

inyukt e
iky =

∑
ukxxe

iky −
∑
k

k2uk(x, t)eiky

Введем обозначение:

n+ k = k′, n = k′ − k uktt +
∑
k′

σk′−ku
k′

t = ukxx − k2uk
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U =


u0
u1
...
uN


Utt − Σ(x)Ut = Uxx + ENU, (37)

Ux|x=0 = G(t), (38)

U |t=x = Q(x), (39)

Здесь,

EN =


0 0 0 0 0
0 12 0 0 0
0 0 22 0 0
0 0 0 ... 0
0 0 0 0 N2

 , Σ(x) =


σN σN−1 σN−2 ... σ0

σN−1 σN−2 σN−3 ... σ1

σN−2 σN−3 σN−4 ... σ2

... ... ... ... ...
σ0 σ1 σ2 ... σN

 .

Прямая задача (37)-(39) - требуется определить U(x, t) по заданным функциям
G(t) и Q(x).

Обратная задача заключается в определении функции Q(x) из соотношений (37)-
(39) по дополнительной информации:

U |x=0 = F (t). (40)

4.1. Конечно-разностный алгоритм решения прямой задачи

Заменим конечно-разностными аналогами производные в уравнении (37) и получим:

Uk+1
i − 2Uk

i + Uk−1
i

h2
+ Σi

Uk+1
i − Uk−1

i

2h
=
Uk
i+1 − 2Uk

i + Uk
i−1

h2
− ENU

k
i ,

Uk+1
i + Uk−1

i +
h

2
Σi(U

k+1
i − Uk−1

i ) = Uk
i+1 + Uk

i−1 − h2ENU
k
i

Uk
i =

Uk+1
i + Uk−1

i

2

Uk+1
i + Uk−1

i +
h

2
Σi(U

k+1
i − Uk−1

i ) = Uk
i+1 + Uk

i−1 − h2EN(U
k+1
i − Uk−1

i )(
I +

h

2
Σi +

h

2
EN

)
Uk+1
i = Uk

i+1 + Uk
i−1 −

(
I − h

2
Σi +

h

2
EN

)
Uk−1
i ⇒

Введем обозначение

Mi = I +
h

2
Σi +

h

2
EN (41)

Pi = I − h

2
Σi +

h

2
EN (42)
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Рисунок 4. Сверху – среда с одной неоднородностью. Слева – наблюдаемое аномальное
поле на границе z = 0. Справа – наблюдаемое аномальное поле на глубине z = 3 м.

получим

MiU
k+1
i = Uk

i+1 + Uk
i−1 − PiU

k−1
i Uk+1

i =M−1
i

(
Uk
i+1 + Uk

i−1 − PiU
k−1
i

)
.

Запишем так же граничное условие (38)

Ux|x=0 = G(t),

U(h, kh) = Uk
1 = Uk

0 + h Ux|x=0 +
h2

2
Uxx = Uk

0 + hGk +
h2

2
(Utt + Σ(0)Ut+

+EN U |x=0) =
h2

2

(
Uk+1
0 − 2Uk

0 + Uk−1
0

h2
+ Σ0

Uk+1
0 − Uk−1

0

2h
+ ENU

k
0

)
+

+Uk
0 + hGk = hGk +

Uk+1
0 − Uk−1

0

2
+
h

4
Σ0

(
Uk+1
0 − Uk−1

0

)
+
h2

2
ENU

k
0

Uk
0 =

Uk+1
0 + Uk−1

0

2

Uk
1 = hGk +

Uk+1
0 − Uk−1

0

2
+
h

4
Σ0

(
Uk+1
0 − Uk−1

0

)
+
h2

2
EN

(
Uk+1
0 + Uk−1

0

2

)
Uk
1 = hGk +

1

2

(
I +

h

2
Σ0 +

h2

2
EN

)
Uk+1
0 +

1

2

(
I − h

2
Σ0 +

h2

2
EN

)
Uk−1
0 ⇒

Учитывая обозначения (41) и (42)

Uk
1 = hGk +

1

2
M0U

k+1
0 +

1

2
P0U

k−1
0
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Рисунок 5. Сверху – среда с двумя неоднородностями. Слева – наблюдаемое
аномальное поле на границе z = 0. Справа – наблюдаемое аномальное поле на глубине

z = 3 м.

M0U
k+1
0 = 2Uk

1 − 2hGk − P0U
k−1
0

Uk+1
0 =M−1

0

(
2Uk

1 − 2hGk − P0U
k−1
0

)
Условие на характеристике

U i
i = Qi.

4.2. Результаты численных расчетов

Расчеты проводились в области (z, y) = (0, 10) × (0, 12) м., время наблюдения 50
нс. Шаг по пространственным переменным hx = hy = 0.01 м. Шаг по времени равен
ht = 0.0047 нс.

Расчеты проведены для трех различных сред: с одной неоднородностью, с двумя
неоднородностями и тремя неоднородностями, расположенными на глубине 6 м.

Параметры среды ε = 1, σ = 0.01, значения параметров внутри неоднородностей
ε = 20, σ = 0.001.

На рисунках 4 – 6 приведено аномальное поле — поле, полученное путем вычитания
из наблюдаемого поля от неоднородной среды поля от источника.

Расчеты показывают, что решение задачи продолжения электромагнитного поля на
глубину z = 3 м. позволяет различать неоднородности расположенные на глубине 6 м.
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Рисунок 6. Сверху – среда с тремя неоднородностями. Слева – наблюдаемое
аномальное поле на границе z = 0. Справа – наблюдаемое аномальное поле на глубине

z = 3 м.
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