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Дыбыс жылдамдығынан жоғары кеңейтiлген ағысты
зерттеу

Бұл жұмыста дыбыс жылдамдығынан жоғары ағыншаның үшөлшемдi есепсiз ды-
быс жылдамдығынан жоғары ағынға ағып шығуы зерттеледi. Есептi шығару үшiн
үшөлшемдi дыбыс жылдамдығынан жоғары ағынша жүйелерi мен бағыттас ағыстың
араласуының сандық шешiмiн параболалық Навье-Стокс теңдеулер жүйесi негiзiнде
есептейдi.Жүйенi тұйықтау үшiн Болдуин-Ломакстың турбуленттi алгебралық мо-
делi қолданылады. Теңдеулер жүйесi Мак- Кормактың екi қадамды және Уорминг-
Катлер-Ломакстың үш қадамды айқындалған схемасы арқылы табылады.
Түйiн сөздер: Абсолюттiк орнықтылық, априорлық бағалар, меншiктi емес инте-
гралдар, ерекше емес түрлендiрулер, шешiмдер қасиеттерi.

A.P. Makasheva, B.A. Aetova
Investigation of supersonic underexpanded jets

In this work the method of calculation of a three-dimensional supersonic jet in a co-flow
is offered. The calculation method the parabolized of the equations Navier-Stokes which
allows to carry out common calculations of the expiration of three-dimensional off-design
co-flow jets to a co-flow supersonic jet is offered. To close the system of equations used
algebraic turbulence model of Baldwin-Lomax. The initial system of equations is solved
numerically explicit Mac Cormack scheme (two step) and Uorming Cutler-Lomax (three
steps).
Key words: supersonic jets, flow, number Max, pressure, ideal gas.

А.П. Макашева, Б.А. Аетова
Исследование сверхзвуковой недорасширенной струи

В данной работе предлагается метод расчета трехмерной нерсчетной сверхзвуко-
вой струи в спутный поток. Предлагается метод расчета параболизованных уравне-
ний Навье-Стокса, которой позволяет единым образом проводить расчеты истечения
трехмерных нерасчетных сверхзвуковых струй в спутный сверхзвуковой поток. Для
замыкания системы уравнений используется алгeбрическая модель турбулентности
Болдуина- Ломакса. Исходная система уравнений численно решается явной схема
Мак-Кормака (двух шаговой) и Уорминг-Катлер-Ломакса (трех шаговой).
Ключевые слова : сверхзвуковая струя, поток, число Мах, давление, идеальней газ.
решений.

1. Кiрiспе
Соңғы жылдары газ динамикасында көптеген қолданбалы есептерiнiң пайда болуы-

на байланысты дыбыс жылдамдығынан жоғары есептелмейтiн ағыстарда кездесетiн,
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қозғалыссыз ортаға не ағынға таралатын ағындарды теориялық және тәжiрибелiлiк
түрде зерттеуге кө көңл бөлiндi. Дыбыс жылдамдығынан жоғары есептелмейтiн ағы-
дарды тәжiрибелiк түрде зерттеу өте үлкен қиындықтармен жүзеге асырылады. Мұндай
ағынға тығыздықтың өзгеруiнiң, мах толқыны мен шекаралас қабатпен сейiлту толқы-
нының, дыбыс жылдамдығынан жоғары ағын аймағының дыбыс жылдамдығынан баяу
аймақпен, сонымен қатар шекаралқ қабатының өзара әрекеттесуi тән. Сонымен қоса,
әдетте ғылыми тәжiрибе тек шектеулi сипаттағы ақпараттарды бередi. Мұндай жағдай-
лар дыбыс жылдамдығынан жоғары есептелмейтiн ағыстарда ағынды есептеу әдiстерiн
өңдеудi талап етедi. Дегенмен бұл жуықтаулар есептi жеңiлдетуге мүмкiндiк бередi,
бiрақта бұл кезде тұтқырлығы жоқ газдардың теңдеулер жүйесiнiң қиындығына бай-
ланысты оларды шешудiң сандық әдiсi тек ЭВМ арқылы алуға болады.

Дыбыс жылдамдығынан жоғары бағыттас ағында ағатын ағыс жүйесi өзiнiң бағы-
тында диффузиялық тасымалы ағынының массасы, қозғалыс саны және жылудың кон-
вективтi тасымалмен салыстырғанда аз болып, ескермеуге болады, ал қысым өрiсi ағы-
нмен төмен қарай таралуыжоғары қарай таралатын ағынның параметрлерiне әсер ет-
пейдi. Ағынның осы бағытындағы ағуының артықшылығы бұл ағыстың параболалық
немесе Навье-Стокс теңдеуiнiң қысқартылған түрiн қолдануға мүмкiндiк бередi, ол күр-
делiгi бойынша толық Навье-Стокс теңдеуi мен шекаралық қабаттың теңдеуiнң аралық
жағдайын көрсетедi.

2. Есептiң қойылымы

Жұмыста қарастырылып отырған ағысты сипаттау үшiн Навье-Стокс теңдеуiнiң па-
раболалық теңдеулер жүйесi қолданылады, олар Навье-стокстың толық теңдеулер жүй-
есiнен маңызды емес тұтқыр-бойлық координата бойынша екiншi туындысы болатын
мүшелерiн жою арқылы алынған (1)

∂E⃗

∂x
+

∂(F⃗ − F⃗v)

∂y
+

∂(G⃗− G⃗v)

∂z
= 0 (1)

мұндағы

E⃗ =


ρu
ρu2 + p
ρuv
ρuw
(Et + p)u

 , F⃗ =


ρv
ρuv
ρv2 + p
ρuw
(Et + p) v

 , G⃗ =


ρw
ρuw
ρvw
ρw2 + p
(Et + p)w

 ,

F⃗v =


0
τxy
τyy
τyz
uτxy + uτyy + wτyz − qy

 , G⃗v =


0
τxz
τyz
τzz
uτxz + vτyz + wτzz − qz

 ,

τxy = µtut, τxz = µtuz, τyy =
2

3
µt(2uy − wz), τyz = µt(vz + wy),

τzz =
2

3
µt(2wz − vy), qy = kTy, qz = kTz, Et = ρ

(
e+

u2 + v2 + w2

2

)
.
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Қысым мен температура келесi өрнектер арқылы анықталады:

ρ = (γ − 1)

[
Et −

1

2
(ρu2 + ρv2 + ρw2)

]
, T =

1

ρcv

[
Et −

1

2
(ρu2 + ρv2 + ρw2)

]
,

cv =
1

γ(γ − 1)Ma2
, γ =

cρ
cv
.

(1) теңдеулер жүйесi өлшемсiз консервативтi жазылған. өлшемсiз параметрлер ретiн-
де түтiк қимасының шамалары ρ0, u0, T0 алынған, мұндағы толық энергия Et мен қысым
шамасы ρ0u0

2 өрнегiне сәйкес келедi.
(1) берiлген жүйенң шекаралық шарттары келесiдей:
Бастапқы шарт x = 0 болғанда

ағынша: u = 1, T = 1, ρ = 1, v = w = 0, T = 1, u =
Ma

M∞

√
T , p =

1

γnM2
a

, v = w = 0.

ағын: T = 1, u =
Ma

M∞

√
T , p =

1

γnM2
a

, v = w = 0.

Шекаралық шарты x > 0 болғанда

v = 0,
∂u

∂y
=

∂w

∂y
=

∂p

∂y
=

∂T

∂y
= 0, y = 0, L,

w = 0,
∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂p

∂z
=

∂T

∂z
= 0, z = 0, L,

мұндағы ρ - тығыздық; u және v, w-бойлық және көлденең жылдамдықтар; Et- толық
энергия; p-қысым;T - температура; γ = cp

cv
-абиабата көрсеткiшi; cp, cv -тұрақты қысым

мен көлемдегi меншiктi жылу сыйымдылығы;µt - турбуленттi тұтқырлық коэффициентi;k-
жылу өткiзiштiк коэффициентi, Ma -ағыншаның Мах саны.

Берiлген теңдеулер жүйесiн тұйықтау үшiн Болдуин-Ломакстың турбуленттi ал-
гебралық моделi қолданылады:

µt = Ikρl2|Ω|,

мұндағы

|Ω| =
√
Ω · Ω =

√
Ω2

x + Ω2
y + Ω2

z, Ω = rotV, V = (u, v, w),

Ωx =
∂w

∂y
− ∂v

∂z
, Ωy =

∂u

∂z
− ∂w

∂x
, Ωz =

∂v

∂x
− ∂u

∂y
.

Араласу ұзындығы (l) және көбейткiш (Ik) келесi түрде анықталады

Ik =
1

kRe(1− 0.0025x)
, k = const, l = (umax − umin)/|

∂u

∂y
|max.

3. Шешу әдiсi

(1)теңдеулер жүйесiн сандық шешу бөлiктеудң екi кезеңдi сызба нұсқасы бойынша
жүзеге асырылады.
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1 кезең. Ағын аумағының аралық есептелуi:

E⃗∗i − E⃗∗n

∆x
= −∂F⃗ n

∂y
− ∂G⃗n

∂z
− ∂E⃗p

∂x
(2)

2 кезең. Айқындалатын аумақтын ақырғы есебi

An(U⃗n+1 − U⃗n)

∆x
=

∂F⃗ n+1

∂y
+

∂G⃗n+1

∂z
(3)

мұндағы U⃗ =


ρ
ρu
ρv
ρw
Et

.

Бiрiншi кезеңдегi теңдеулер жүйесiнiң сандық шешiмi Мак-Кормактың (1 және 2
қадам) және Уорминг-Катлер-Ломакстың (3 қадам) айқындалған схемасы арқылы та-
былады.

1 қадам

E⃗∗1
i,j = E⃗∗n

i,j −
1

2

{
∆x

∆y

(
F⃗ n
i+1,j − F⃗ n

i,j

)
+

∆x

∆z

(
G⃗n

i,j+1 − G⃗n
i,j

)}
2 қадам

E⃗∗2
i,j =

1

2

(
E⃗∗n

i,j + E⃗∗1
i,j

)
− 1

2

{
∆x

∆y

(
F⃗ 1
i,j − F⃗ 1

i−1,j

)
+

∆x

∆z

(
G⃗1

i,j − G⃗1
i,j−1

)}
3 қадам

E⃗∗3
i,j = E⃗∗n

i,j −
1

24

{
ωn
i+1/2,j ∗

[
E⃗∗n

i+2,j − 4E⃗∗n
i+1,j + 6E⃗∗n

i,j − 4E⃗∗n
i−1,j + E⃗∗n

i+2,j

]
−

−ωn
i,j−1/2 ∗

[
E⃗∗n

i,j+2 − 4E⃗∗n
i,j+1 + 6E⃗∗n

i,j − 4E⃗∗n
i,j−1 + E⃗∗n

i,j−2

]}
−

− 1

24

[
∆x

∆y

(
−2F⃗ n

i+2,j + 7F⃗ n
i+1,j − 7F⃗ n

i−1,j + 2F⃗ n
i−2,j

)
+

+
∆x

∆z

(
−2G⃗n

i,j+2 + 7G⃗n
i,j+1 − 7G⃗n

i,j−1 + 2G⃗n
i,j−2

)]
−

−3

8

[
∆x

∆y

(
F⃗ 2
i+1,j + F⃗ 2

i−1,j

)
+

∆x

∆z

(
G⃗2

i,j+1 + G⃗2
i,j−1

)]
.

Айқындалатын аумақтын ақырғы есебiн (3) шешу үшiн үш қадамды матрицалық
қуалау әдиси қолданылады:

1қадам[
∆x

2∆z2
(µti,j + µti,j+1)

]
U⃗

n+ 1
2

i,j+1 −
[
An

i,j +
∆x

2∆z2
(µti,j + 2µti,j + 2µti,j−1)

]
U⃗

n+ 1
2

i,j+1+
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Сурет 1. Ma = 2,M∞ = 4, n = 10, T0 = T∞ = 1 : тұтас сызық-идеалды ағын үшин [4],
штрих- осы жұмыстың нәтижесi, дөгелекшелер-[3] нәтижелерi

+

[
∆x

2∆z2
(µti,j + µti,j−1)

]
U⃗

n+ 1
2

i,j−1 = An
i,jU⃗

n
i,j

2қадам

U⃗n
i,j = An

i,jU⃗
n+ 1

2
i,j

3қадам[
∆x

2∆y2
(µti,j + µti+1,j)

]
U⃗n+1
i+1,j −

[
An

i,j +
∆x

2∆y2
(µti+1,j + 2µti,j + 2µti−1,j)

]
U⃗n+1
i,j+1+

+

[
∆x

2∆y2
(µti,j + µti−1,j)

]
U⃗n+1
i−1,j = −U⃗n

i,j

4. Есептеу нәтижелерi

Дыбыс жылдамдығынан жоғары ағыншаның бағыттас дыбыс жылдамдығынан жоға-
ры тұтқырлы ағысқа ағып шығуы тестiлi түрде келесi параметрлермен қарастырыла-
ды: Ma = 2,M∞ = 4, n = 10, T0 = T∞ = 1, марштық координата бойынша қадамы
∆x = 0.0025 Түйендер санының есептеу нәтижелерiне әсерiн қарастыратын тестiлиқ
есептеу жұмыстары алдын ала жүргiзiлдi, нәтижесiнде, көлденең бағыттарында 100х100
түйiн болатын, ∆y = ∆z = 0.15 кадаммен берiлетин тор таңдалынды. 1 суретте ағын-
дағы температураның таралуы көлденең қимасы бойынша есептеулерiнiң [3] x = 5.5
мәндерiмен салыстыру келтiрiлген. Үшiншi реттi дәлдiкпен алынған (штрих сызық)
авторлардың нәтижелерi идеалды ағын (тұтас сызық) үшiн [4] есептеу нәтижелерiмен
жақсы сәйкестенедi, сонымен қатар, екiншi реттi дәлдiкпен алынған [3] есептеу нәтиже-
лерi (дөңгелекшелер) едәур төмендеген.
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(a)

(б)

(в)

(г)

(д)

Сурет 2. Ma = 2, M∞ = 4, n = 10, T0 = T∞ = 1 : a) изотерм өрiсi; б)–д)
температураның таралуы: б) x = 3.35, в) x = 6.7, г) x = 13.4, д) x = 18.4
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2 суретте изотерм өрiсi (сурет 2а) және х осi бойынша температураның таралуы
(сурет 2б) көрсетiлген. ағын және ағыс жазықтықта әртүрлi жылдамдықпен таралған-
дықтан екеуiнiң арасында қиылысу қбаты паида болады (ағын мен оны қоршаған ағыс
арасындағы шекара), олар изотерм өрiсiнен анық байқалады (2 сурет 2а), сондай-ақ,
изотермнен температураның тығыздық жүйесiнi секiрмесi (n>1) пайда болады, және
қиылысу қабатында қисық сызыққа айналады. Температура таралуынан байқалатыны
ағыншалар жүйесi бастапқы кезде жалғыз ағынша түрiнде айналады (сурет 2б), одан
кейiн жазықтықта ағыстың таралу шекарасы квадрат түрiне айналады (сурет 2г,д). Ав-
дуевский және басқалардың тәжiрибелқ жұмыстарында ағыстың осыған ұқса көрiнiсi
байқалған.
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