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Решение регуляризованной обратной задачи для
эллиптического уравнения в цилиндрических

координатах: аналитические формулы∗

Рассматривается обратная задача продолжения для эллиптического уравнения для
модели стационарной диффузии в цилиндрическом слое. Требуется по данным Ко-
ши на внешней оболочке неоднородного цилиндра восстановить стационарное поле
на внутренней границе цилиндра. Задача сведена к решению трех типов задач Коши
для ОДУ второго порядка. На основе необходимых условий минимума функционала
невязки выведены формулы в виде рядов для регуляризованного квазирешения за-
дачи.
Ключевые слова : обратная задача, квазирешение, численный метод, уравнение Ла-
пласа, необходимые условия минимума, метод Фурье.

B. Mukanova, S. Maussumbekova
Solution to a regularized inverse problem for an elliptic equation in cylindrical

coordinates: analytical formulas

The continuation inverse problem for a solution to an elliptic equation in cylindrical layer
for a model of stationary diffusion process is considered. Cauchy data are given on the
outer boundary of the cylindrical layer; one need to recover a field at the inner boundary
of the cylinder. The problem is reduced to three different Cauchy problems for a second
order ordinary differential equation. On the base of necessary minimality conditions of the
residual functional analytical formula for a regularized quasisoltion to the inverse problem
is derived.
Key words: inverse problem, quasisolution, numerical method, Laplace’s equation,
necessary minimality conditions, Fourier method.
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Цилиндрлiк координат жүйесiнде эллиптикалық теңдеу үшiн регуляриза-

цияланған керi есептi шешу: аналитикалық формулалар

Цилиндрлiк қабатта стационарлы диффузия моделi үшiн эллиптикалық теңдеудi керi
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есебi қарастырылған. Бiртектi емес цилиндрдiң сыртқы қабатындағы Коши берiл-
гендерi бойынша цилиндрдiң iшкi шекарасындағы мәндi табу қажет. Есеп үш түрлi
екiншi реттi жай диффеернциалдық теңдеулердi шешуге келтiрiлген. Есептiң квази
шешiмi функционалдың минимумының қажеттi шарты негiзiнде қатар ретiнде көр-
сетiлген.
Түйiн сөздер: керi есеп, квази шешiм, сандық әдiс, Лаплас теңдеуi, Фурье әдiсi.

Введение. Общее эллиптическое уравнение является универсальной математиче-
ской моделью для описания множества естественных и технологических процессов, в
том числе и стационарной диффузии поля температуры. В технологических процессах
актуальной является задача определения температуры на внутренней границе цилин-
дрического слоя, если исследователю доступна для наблюдений только внешняя грани-
ца. Частным случаем математической модели для этой задачи является задача Коши
для уравнения Лапласа, которая являет собой классический пример некорректной за-
дачи (пример Адамара). Более того, в областях простой формы решение задачи может
быть получено в виде ряда [1], но это решения является экспоненциально неустойчи-
вым по отношению к возмущению данных Коши. Это обстоятельство позволяет отне-
сти эту задачу к сильно некорректным, согласно классификации обратных задач [2].
За последние десятилетия был достигнут существенный прогресс в решении обратных
задач, а именно, методы квазирешения [3] и регуляризации [4] позволяют с теперь при-
емлемой точностью решать поставленную задачу. Стандартным приемом в численном
решении обратных задача является метод минимизации функционала невязки на ос-
нове градиентных методов. Однако, аналитические методы имеют преимущество перед
численными в точности и при анализе зависимости результатов от параметров задачи.
В работе [5] впервые получены аналитические формулы для регуляризованного реше-
ния начально-краевой задачи для уравнения Лапласа в прямоугольнике. Метод основан
на системе необходимых условий минимума функционала невязки и построении реше-
ния этой системы в конечном виде. В настоящей работе мы реализуем этот подход для
решения обратной задачи для трехмерной установившейся теплопроводности в среде c
цилиндрической геометрией для эллиптического уравнения с переменным старшим ко-
эффициентом. С учетом того, что заданные функции в краевых условиях путем замены
неизвестной функции суммой решений задач, каждая из которой содержит только од-
но ненулевое условие, не ограничивая общности, мы будем рассматривать однородные
краевые условия и правые части в постановке обратной задачи.

1. Постановка задачи

Пусть для наблюдателя доступна внешняя часть цилиндра радиуса, высотой, мате-
риал цилиндра неоднороден и коэффициент теплопроводности зависит только от ра-
диуса. Требуется найти температуру на внутренней границе цилиндра, если известны
поток тепла и температура на внешней границе.

Запишем математическую модель задачи. Стационарное распределение температуры
в цилиндрическом слое описывается эллиптическим уравнением вида:

Λu ≡ 1

r

∂

∂r

(
ra(r)

∂u

∂r

)
+

a(r)

r2
∂2u

∂φ2
+ a(r)

∂2u

∂z2
= 0, (r, φ, z) ∈ Q (1)
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в области переменных

[Q = {(r, φ, z)|r ∈ (R1, R2), φ ∈ [0, 2π), z ∈ (0, H)}

при начально-краевых условиях:

u(r, φ, 0) = 0, u(r, φ,H) = 0, u(R2, φ, z) = s(φ, z), (2)
∂u

∂r
(R2, φ, z) = p(φ, z), (3)

и условиях периодичности по углу φ:

u(r, 0, z) = u(r, 2π, z), uφ(r, 0, z) = uφ(r, 2π, z), (4)

Требуется найти решение на границе r = R1.:

u(R1, 0, z) = q(z), (5)

здесь функция a(r) описывает коэффициент температуропроводности среды и предпо-
лагается некоторой известной гладкой положительной функцией a(r), строго отделенной
от нуля и ограниченной сверху.

Задача решается методом квазирешения [5], а именно, путем минимизации регуля-
ризованного функционала невязки вида:

J(q)=
R2

2

∫ H

0

∫ 2π

0

(ur(R2, φ, z; q)− p(φ, z))2dφdz +
R1

2
β

∫ H

0

∫ 2π

0

q2(φ, z)dφdz → min
q(.,·)

. (6)

Можно показать, что оператор обратной задачи является самосопряженным, что вле-
чет выпуклость функционала невязки. Добавление к функционалу второго слагаемо-
го обеспечивает сильную выпуклость функционала. Это влечет существование и един-
ственность решения задачи минимизации (7) на выпуклом множестве функций инте-
грируемых с квадратом функций q(z) [6]. Можно также показать аналогично [7], что
рассматриваемый функционал является дифференцируемым, поэтому решение задачи
минимизации может быть найдено из условия равенства нулю производной Фреше рас-
сматриваемого функционала.

2. Аналитические формулы и метод решения

На основе методов теории оптимизации, аналогично работам [5], [8]-[9], мы можем
получить условия минимума функционала невязки, выраженные в виде системы урав-
нений из прямой и сопряженной задач вида:

Λu = 0, Λv = 0, (r,φ, z) ∈ Q (7)

с краевыми условиями вида:

u(r, φ, 0) = 0, u(r, φ,H) = 0,
v(r, φ, 0) = 0, v(r, φ,H) = 0,
v(R1, φ, z) = 0,
a(R2)v(R2, φ, z)− ur(R2, φ, z) = −p(φ, z),
u(R2, φ, z) = 0, βu(R1φ, z) = a(R1)vr(R1, φ, z),
v(r, 0, z = v(r, 2π, z), vφ(r, 0, z = vφ(r, 2π, z),
u(r, 0, z = u(r, 2π, z), uφ(r, 0, z = uφ(r, 2π, z),
r ∈ [R1,R2], φ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, H].

(8)
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Решение системы (8)-(9) одновременно определит нам искомое решение обратной задачи
– функцию u(r, φ, z). Зададимся некоторым числом гармоник K, L по углу φ и по z и
будем искать решение задачи (8)-(9) в виде рядов:

u(r, φ, z) =
L∑
1

K∑
1

ukl(r) sin kφ sin
πlz

H
, v(r, φ, z) =

L∑
1

K∑
1

rkl(r) sin kφ sin
πlz

H
(9)

Для каждого k, l введем вспомогательные функций U(r), W (r), V (r), которые явля-
ются решениями следующих задач Коши:

1
r
(ra(r)U ′)′ − a(r)

(
k2

r2
+ π2l2

H2

)
U = 0, r ∈ (R1,R2)

U ′(R2) = 1, U(R2) = 0,
(10)

1
r
(ra(r)W ′)′ − a(r)

(
k2

r2
+ π2l2

H2

)
W = 0, r ∈ (R1,R2)

W ′(R2) = 0, W (R2) = 1
(11)

Решение поставленных выше задач можно получить методами Рунге-Кутта, либо анали-
тически, если коэффициент теплопроводности постоянный, на основе аппарата функций
Бесселя. Уравнения для функций U , W , V идентичны, они приводятся к виду:

d2R

dr2
+

(p(r) + 1)

r

dR

dr
−
(
k2

r2
+

π2l2

H2

)
R = 0, p(r) = ln(a(r)). (12)

Разложим в ряд Фурье данные Коши (2)-(3), вычислив коэффициенты двойных рядов:

p(φ, z) =
K∑
1

L∑
1

pkl sin kφ sin
πlz

H
, s(φ, z) =

K∑
1

L∑
1

skl sin kφ sin
πlz

H
.

После подстановки решения в виде (10) и краевых условий в задачу (8)-(9) мы получим
систему двухточечных краевых задач для функций ukl(r) и vkl(r):

1
r
(a(r)ru′

kl)
′ − a(r)

(
k2

r2
+ π2l2

H2

)
ukl = 0,

1
r
(a(r)rv′kl)

′ − a(r)
(

k2

r2
+ π2l2

H2

)
vkl = 0,

(13)

vkl(R1) = 0,
a(R2)vkl(R2)− u′

kl(R2) = −pkl,
ukl(R2) = skl,
βukl(R1)− a(R2)v

′
kl(R1) = 0.

(14)

Будем искать решение задач (16)-(17) для каждой пары (k,l) в виде линейной ком-
бинации решений вспомогательных задач (11)-(13):

ukl(r) = AU(r) + CW (r), vkl(r) = BV (r) (15)

Подставим выражения (18) в условия (17) для каждой пары значений(k, l), откуда по-
лучаем систему линейных уравнений для неопределенных коэффициентов A, B, C:

C =
skl

W (R2)
, A = a2BV (R2) + pkl, B =

−βU(R1)pkl − βsklW (R1)/W (R2)

a2(βV (R2)U(R1)− 1)
,
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A =
−β2sklV (R2)W (R1)/W (R2) + pkl

βV (R2)U(R1)− 1
.

Запишем частичную сумму ряда (10) в точке R1, тем самым определяя искомую
температуру на внутренней границе цилиндра:

q(φ, z) = u(R1, φ, z) =
L∑
1

K∑
1

ukl(R1) sin kφ sin
πlz

H
,

где

ukl(R1) =
−β2sklV (R2)W (R1)/W (R2) + pkl

βV (R2)U(R1)− 1
U(R1) +

skl
W (R2)

W (R1).

Мы реализовали описанный выше алгорим решения обратной задачи для среды с
постоянным коэффициентом теплопроводности. На рисунке 1 мы сравниваем резуль-
тат восстановления с точным решением. На результат расчета влияли как значения
параметров задачи, так и значения параметров регуляризации β и число учитываемых
гармоник L.

Рисунок 1. Результат решения обратной задачи при параметрах расчета R1 = 1,
R2 = 2, число гармоник L=10, β=0.

Предварительные расчеты показывают, что разработанный нами метод позволяет с
высокой точность решать задачи Коши для эллиптического уравнения в цилиндриче-
ском слое в случае гладких данных задачи. Отметим, что метод не позволяет с хорошей
точностью восстановить разрывные функции.
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