
Вестник КазНУ, сер. мат., мех., инф. 2012, №1(72) 7

Сызықты емес Навье – Стокс теңдеулер жүйесiне
интегралдық қосымша шартпен қойылған керi есептiң

шешiмдiлiгi1

У.У.Абылкаиров, С.Е.Айтжанов
Әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi

e-mail: SAitzhanov@mail.ru

Аннотация

Бұл жұмыста Навье-Стокс теңдеулер жүйесiне интегралдық шартпен керi есебi
зерттелген. Тiзбектей жуықтау әдiсiмен керi есептiң жалпылама шешiмдiлiгi дә-
лелдендi. Керi есептiң шешiмi бар және жалғыздығы туралы теорема алынды.

[1] жұмысында жалпы параболалық теңдеуге интегралдық бақылау шартымен қой-
ылған керi есебiнiң жалпылама шешiмдiлiгi зерттелген. Әр түрлi әдiстермен Навье-
Стокс теңдеулер жүйесiне қосымша шарттармен қойылған керi есептер [2-9] жұмыста-
рында қарастырылған.

[10], [11] жұмыстарда параболалық теңдеулер үшiн қойылған керi есептер жарты-
группа әдiстерiмен зерттелген, бiрақ та бұл әдiс операторлардың сызықты және теңдеу
коэффициенттерiнiң t уақыттан тәуелсiз болуын қажет етедi.

QT = Ω × [0, T ], Ω ⊂ R2 цилиндрiнде цилиндрiнде сызықты емес Навье-Стокс
теңдеулер жүйесiне қойылған керi есебiн қарастырайық, төмендегi (1)-(5) жүйелердi
қанағаттандыратын ~v(x, t) және f(t) функцияларын анықтау керек

∂~v(x, t)

∂t
+ vk~vxk +∇p(x, t) = ν∆~v(x, t) + f(t)~λ(x, t), (1)

div~v = 0, (2)

бастапқы шартын

~v|t=0 = ~v0(x), (3)

шекаралық шартын

~v|S = 0, (4)

және келесi интегралдық шартын∫
Ω

~u(x, t) · ~v(x, t)dx = e(t) (5)

мұндағы ~λ(x, t), ~v0(x), e(t)− берiлген функциялар.
1Работа выполнена при поддержке грантового финансирования научно-технических программ и

проектов Комитетом науки МОН РК, грант № 0696/ГФ, 2012г.-2014г.
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(1)-(5) керi есебiн берiлген немесе күтiлетiн энергия e(t) жету үшiн, f(t) функциясын
дәл басқару есебi ретiнде түсiндiруге болады. Үлестiрiмдiлiк параметрлер жүйесiне
қойылған керi есептер басқару теория әдiстерiмен [8], [9] жұмыстарында зерттелiнген.

Анықтама 1. Егер ~v(x, t) ∈ L∞
(

0, T ;
0

J(Ω)

)⋂
L2

(
0, T ;

0

J1(Ω)

)
және f(t) ∈ L2(0, T )

функциялары мына интегралдық теңдiктердi қанағаттандырса∫
QT

[
−~v · ~ξt + ν∇~v · ∇~ξ − vk~v · ~ξxk

]
dxdt =

=
∫
QT
f(t)~λ · ~ξdxdt+

∫
Ω
~v0(x)~ξ(x, 0)dx,

(6)

кез келген ξ(x, t) ∈ W 1,1
2 (QT )

⋂ 0

J(QT ), ξ(x, T ) = 0,

e′(t) =

∫
Ω

~ut · ~vdx− ν
∫

Ω

∇~u · ∇~vdx+

∫
Ω

vk~v · ~uxkdx+ f(t)

∫
Ω

~u · ~λdx, (7)

мұндағы

~u(x, t) ∈ C1

(
0, T ;

0

J1(Ω)

)
, e(t) ∈ W 1

2 (0, T ), ~λ(x, t) ∈ C(Q̄T ),

~v0(x) ∈
0

J(Ω), t ∈ [0, T ] үшiн
∫

Ω
~u · ~λdx 6= 0,

(8)

онда ~v(x, t) және f(t) функцияларын (1)-(5) керi есебiнiң жалпылама шешiмi деп айта-
мыз.

Лемма 1. Егер (1)-(5) керi есебiнiң шешiмi (~v, f) жеткiлiктi тегiс болса, онда (1)-(5)
керi есебi (1)-(4), (7) есеп қойылымына берiлгендерi бiрдей болған жағдайда эквивалент-
тi, сонымен қатар f(t) функциясын айқын түрде табуға болады:

f(t) =

[
e′(t)−

∫
Ω

~ut~vdx+ ν

∫
Ω

∇~u · ∇~vdx−
∫

Ω

vk~v~uxkdx

](∫
Ω

~u~λdx

)−1

.

Теорема 1. (8) шарты орындалсын, онда (1)-(5) керi есебiнiң ~v(x, t) ∈ V2(QT ) және
f(t) ∈ L2(0, T ) жалпылама шешiмi бар және жалғыз болады.

Дәлелдеу. Тiзбектей жуықтау әдiсiмен (1)-(5) керi есебiнiң жалпылама шешiмi «тұ-
тас» уақыт аралығында бар және жалғыз екенiн дәлелдейiк. Нөлдiк жуықтау ретiнде
~v0 = 0 деп алайық және барлық m = 1, 2, ... үшiн (~vm, fm) жуықтауларын келесi
қатыстардан анықтаймыз:

fm(t) =
(∫

Ω
~u · ~λdx

)−1 [
e′(t)−

∫
Ω
~ut · ~vm−1dx+

+ν
∫

Ω
∇~u · ∇~vm−1dx−−

∫
Ω
vm−1
k ~vm−1 · ~uxkdx

]
,

(9)

∂~vm

∂t
+ vmk ~v

m
xk

+∇pm = ν∆~vm + fm~λ(x, t), (10)

div~vm = 0, (11)
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~vm|t=0 = ~v0(x), (12)

~vm|S = 0. (13)

Әрбiр fm(t) үшiн жалғыз ғана ~vm(x, t) вектор-функциясы бар және (10)-(13) есебiн
жалпылама шешiмi ретiнде қанағаттандыратынын көрсетейiк.

(10)-(13) есебiнiң шешiмi бар және жалғыз екенiн дәлелдеу.
fm(t) функциялары ~vm−1(x, t) вектор-функциялары арқылы өрнектелетiндiктен, олар

белгiлi функциялар болады, fm(t) функциясын (10) апарып қояйық, және (10)-(13)
есебiнiң бiр мәндi шешiлетiндiгiн зерттейiк. (10)-(13) сызықты емес Навье-Стокс үшiн
тура есебi [12-14] жұмыстарында жақсы зерттелiнген.

Анықтама 2. ([12]) ~vm(x, t) ∈ V2(QT ) функциясы төмендегi интегралдық теңдiктi
қанаұаттандырса∫

QT

[
−~vm · ~ξt + ν∇~vm · ∇~ξ − vmk ~vm · ~ξxk

]
dxdt =

=
∫
QT
fm~λ · ~ξdxdt+

∫
Ω
~v0(x)~ξ(x, 0)dx,

(14)

кез – келген ~ξ(x, t) ∈ W 1,1
2 (QT )

⋂ 0

J(QT ), ~ξ(x, T ) = 0, мұндағы ~λ ∈ C(Q̄T ),~v0(x) ∈
0

J(Ω),
fm ∈ L2(0, T ), онда ~vm(x, t) функциясын (10)-(13) есебiнiң жалпылама шешiмi деп
айтамыз.

Лемма 2. ([12]) Кез келген ~λ ∈ C(Q̄T ), ~v0(x) ∈
0

J(Ω), fm ∈ L2(0, T ) үшiн (10)-(13)
есебiнiң V2(QT ) кеңiстiгiнде шешiмi бар және жалғыз болады.

Сонымен 2 лемманың негiзiнде, {(~vm, fm)} тiзбектерi қисынды анықталғандығын
көрсетедi. Ендi V2(QT )×L2(0, T ) кеңiстiгiнде {(~vm, fm)} тiзбектерi фундаменталдi тiз-
бектер екенiн дәлелдейiк. V2(QT )×L2(0, T ) кеңiстiктерi толық болғандықтан, онда (~v, f)
жұбы {(~vm, fm)} тiзбектерiнiң шегi болады, яғни m→∞–да (~vm, fm)→ (~v, f), олай
болса (~v, f) жұбы (1)-(5) керi есебiнiң iзделiндi әлсiз шешiмi болады.

~wm+1 = ~vm+1−~vm,Φm+1 = fm+1−fm белгiлеулерiн енгiзейiк, онда (9), (10)-(13) мына
түрге келедi

Am+1 =
[
ν
∫

Ω
∇~u · ∇~Cmdx−

∫
Ω
~ut · ~Cmdx−

−
∫

Ω

(
vmk

~Cm + Cm
k ~v

m−1
)
~uxkdx

] (∫
Ω
~u · ~λdx

)−1

,

(15)

∂ ~Cm+1

∂t
+ vm+1

k
~Cm+1
xk

+ Cm+1
k ~vmxk +∇

(
pm+1 − pm

)
= ν∆~Cm+1 + Am+1~λ, (16)

div ~Cm+1 = 0, (17)

~Cm+1
∣∣∣
t=0

= 0, (18)

~Cm+1
∣∣∣
S

= 0. (19)
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Оң жағындағы Am+1 былайша бағалайық

|Am+1| ≤
[
ν
∫

Ω
|∇~u| ·

∣∣∣∇~Cm
∣∣∣ dx+

∫
Ω
|~ut| ·

∣∣∣~Cm
∣∣∣ dx+

∫
Ω
|~uxk | · |vmk | ·

∣∣∣~Cm
∣∣∣ dx+

+
∫

Ω
|~uxk | · |Cm

k | · |~vm−1| dx
] (∫

Ω
~u · ~λdx

)−1

≤ c3

∥∥∥∇~Cm
∥∥∥ .

τ бойынша 0–ден t шейiн интегралдайық, сонда∫ t

0

∣∣Am+1
∣∣2 dτ ≤ c4

∥∥∥~Cm
∥∥∥2

V2(Qt)
. (20)

(16) теңдеудi L2 (Qt) кеңiстiгiнде ~Cm+1 скаляр көбейтсек, онда

1

2

∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

2,Ω
+ ν

∥∥∥∇~Cm+1
∥∥∥2

2,Qt
= −

∫
Qt

~vmxkC
m+1
k

~Cm+1dQτ +

∫
Qt

Am+1~λ · ~Cm+1dQτ . (21)

(21) оң жағын Гельдер теңсiздiгiн және Лемма 1 ([12], 19 бет) пайдаланып, бағалайық,
сонда∣∣∣− ∫Qt ~vmxkCm+1

k
~Cm+1dQτ

∣∣∣ ≤ ∫Qt ∣∣~vmxk∣∣ · ∣∣∣~Cm+1
∣∣∣2 dQτ ≤

∥∥~vmxk∥∥2,Qt
·
∥∥∥~Cm+1

∥∥∥2

4,Qt
≤

≤ c5

∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

4,Qt
≤ c5

√
2
∥∥∥~Cm+1

∥∥∥
2,Qt

∥∥∥∇~Cm+1
∥∥∥

2,Qt
≤ ε

∥∥∥∇~Cm+1
∥∥∥2

2,Qt
+

c25
ε

∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

2,Qt
,

∣∣∣∫Qt Am+1~λ · ~Cm+1dQτ

∣∣∣ ≤ c6

∫ t
0
|Am+1|

∫
Ω

∣∣∣~Cm+1
∣∣∣ dxdτ ≤

≤ c6c(Ω)
∫ t

0
|Am+1| ·

∥∥∥~Cm+1
∥∥∥

2,Ω
dτ ≤ εc26c

2(Ω)

2

∫ t
0
|Am+1|2 dτ + 1

2ε

∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

2,Qt
.

Осы алынған бағалауларды (21) апарып қойсақ, және ε ≤ ν
2
етiп таңдап алсақ, онда

келесi дифференциалдық теңсiздiктi аламыз:

1

2

∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

2,Ω
+(ν−ε)

∥∥∥∇~Cm+1
∥∥∥2

2,Qt
≤
(
c2

5

ε
+

1

2ε

)∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

2,Qt
+
εc2

6c
2(Ω)

2

∫ t

0

∣∣Am+1
∣∣2 dτ. (22)

c7 = 1
2ε

+
c25
ε
белгiлесек және соңғы алынған теңсiздiкке Гронуолла теңсiздiгiн қолдансақ∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

V2(Qt)
≤ c4

εc2
6c

2(Ω)

2
· ν − ε+ c7 + 1

ν − ε
exp [c7t]

∥∥∥~Cm
∥∥∥2

V2(Qt)
. (23)

(20) және (23) бағалауларын бiрге қарастыра отырып, келесi бағалаудың орынды
екенiне көз жеткiземiз∫ t

0

∣∣Am+1
∣∣2 dτ ≤ c4

εc2
6c

2(Ω)

2
· ν − ε+ c7 + 1

ν − ε
exp [c7t]

∫ t

0

|Am|2 dt. (24)
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c4, c6, c7, εжәне σ тұрақтыларын төмендегi шарттарды қанағаттандыратындай етiп,
таңдап алуымыз керек

0 < ε ≤ ν
2
, 0 < σ ≤ t0,

c4
εc26c

2(Ω)

2
· ν−ε+c7+1

ν−ε exp [c7σ] ≤ q < 1.

(25)

Онда (23) және (24) бағалаулары кез келген m = 1, 2, ... үшiн келесi түрге келедi∫ σ

0

∣∣Am+1
∣∣2 dτ ≤ q

∫ σ

0

|Am|2 dt, (26)

∥∥∥~Cm+1
∥∥∥2

V2(Qσ)
≤ q

∥∥∥~Cm
∥∥∥2

V2(Qσ)
, (27)

мұндағы Qσ = Ω× (0, σ].

(25) шарты орындалғанда (26), (27) бағалауларынан, V2(Qσ)×L2(0, σ) кеңiстiктерiнде
сәйкесiнше {(~vm, fm)} тiзбектерi фундаменталдi екендiгi шығады. Жоғарыдағы талқы-
лаулардан соң V2(Qσ) × L2(0, σ) кеңiстiктерiнде сәйкесiнше жалғыз ғана (~v, f) жұбы
бар, сонымен қатар
V2(Qσ) кеңiстiгiнде ~vm → ~v,
L2(0, σ) кеңiстiгiнде fm → f

орынды.
(~vm, fm) тiзбектерiнiң әлдi жинақталуынан (9) және (14) теңдiктерiнде m → ∞

шекке көшетiн болсақ, (1)-(5) керi есебiнiңQσ = Ω×(0, σ] цилиндрiнде (~v, f) жалпылама
шешiмiн аламыз.

(1)-(5) керi есебiнiң Qσ = Ω × (0, σ] цилиндрiнде (~vk, fk) , k = 1, 2 екi шешiмi бар
болсын, онда (25)-(27), келесi бағалауларды табамыз∫ σ

0

|f1 − f2|2 dτ ≤ q

∫ σ

0

|f1 − f2|2 dt,

‖~v1 − ~v2‖2
V2(Qσ) ≤ q ‖~v1 − ~v2‖2

V2(Qσ) ,

немесе

(1− q)
∫ σ

0

|f1 − f2|2 dτ ≤ 0,

(1− q) ‖~v1 − ~v2‖2
V2(Qσ) ≤ 0.

q < 1 болғандықтан
∫ σ

0
|f1 − f2|2 dτ = 0 және ‖~v1 − ~v2‖2

V2(Qσ) = 0, осыдан келiп, ~v1 ≡
~v2, f1 ≡ f2 шығады.

Жоғарыда кұрсетiлген әдiстi ақырлы уақыт үшiн, ақырлы рет қолдансақ, бүкiл QT

цилиндрiнде (~v, f) жалпылама шешiмi бар және жалғыз болатындығын дәлелдеймiз.
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problem for a nonlinear system of Navier-
Stokes equations with integral overdetermina-
tion, The Bulletin of KazNU, ser. math., mech.,
inf. 2012, №1(72), 7 – 13

In this paper the inverse problem for the non-
linear Navier-Stokes equations with an inte-
gral condition override. Method of successive
approximations proved the generalized solv-
ability of the inverse problem. Obtained exis-
tence and uniqueness of the inverse problem.

У.У.Абылкаиров, С.Е.Айтжанов, Обрат-
ная задача для нелинейной системы
уравнений Навье-Стокса с интегральным
переопределением Вестник КазНУ, сер.
мат., мех., инф. 2012, №1(72), 7 – 13

В данной работе исследуется обратная
задача для нелинейной системы На-
вье-Стокса с интегральным условием
переопределением. Методом последова-
тельных приближений доказана обоб-
щенная разрешимость обратной задачи.
Получена теорема существования и
единственность решения обратной задачи.


