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Аннотация
Устанавливаются достаточные условия, обеспечивающие оценки, ограничен-

ность, степенную абсолютную интегрируемость на полуоси, стремление к нулю, в
том числе по экспоненциальному и степенному закону, всех решений и их первых,
вторых, третьих производных слабо нелинейного ИДУ четвертого порядка типа
Вольтерра.

Все фигурирующие функции от t, (t, τ) и их производные являются непрерывными
и соотношения имеют место при t ≥ t0, t ≥ τ ≥ t0; функции от (t, xk, yk, zk, uk, vk),
(t, τ, wk, ωk, pk, qk) (k = 1, ...,m) являются непрерывными при t ≥ t0, |xk|, |yk|, |zk|, |uk|,
|vk| < ∞, t ≥ τ ≥ t0, |wk|, |ωk|, |pk|, |qk| < ∞ (k = 1, ...,m); J = [t0,∞); ИДУ – ин-
тегро-дифференциальное уравнение; ДУ -дифференциальное уравнение; под оценкой и
асимптотическим свойством решений ИДУ четвертого порядка понимаются оценка и
асимптотическое свойство на полуинтервале J всех его решений и их первых, вторых,
третьих производных. Под асимптотическими свойствами понимаются ограниченность,
степенная абсолютная интегрируемость на J , стремление к нулю, в том числе по экспо-
ненциальному и степенному закону, при t→∞.

Задача 1 Установить достаточные условия, обеспечивающие оценки и асимптоти-
ческие свойства, решений ИДУ четвертого порядка типа Вольтерра вида:

x(4)(t) + a3(t)x
′′′(t) + a2(t)x

′′(t) + a1(t)x
′(t) + a0(t)x(t) +

t∫
t0

[Q0(t, τ)x(τ)+

+Q1(t, τ)x′(τ) +Q2(t, τ)x′′(τ) +Q3(t, τ)x′′′(τ)] dτ = f (t) +

+
m∑
k=1

Fk(t,X1k(t),
t∫
t0

Hk(t, τ, X2k(τ)dτ), t ≥ t0,

(1)

где

X1k(t) ≡ {x(αk(t)), x
′(βk(t)), x

′′(γk(t)), x
′′′(δk(t))};

X2k(t) ≡ {x(ηk(t)), x
′(µk(t)), x

′′(νk(t)), x
′′′(ρk(t))},

и функции Fk(t, xk, yk, zk, uk, vk), Hk(t, τ, wk, ωk, pk, qk) (k = 1, ...,m) удовлетворяют усло-
вию "слабой нелинейности":

|Fk(t, xk, yk, zk, uk, vk)| ≤ F0k(t) + g0k(t) |xk|+ g1k(t) |yk|+ g2k(t) |zk|+
+g3k(t) |uk|+ g4k(t) |vk| ,

|Hk(t, τ, wk, ωk, pk, qk)| ≤ H0k(t, τ) + h0k(t, τ) |wk|+ h1k(t, τ) |ωk|+
+h2k(t, τ) |pk|+ h3k(t, τ) |qk| ,

(SL)
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(F0k(t) ≥ 0, gjk(t) ≥ 0, g4k(t) ≥ 0, H0k(t, τ) ≥ 0, hjk(t, τ) ≥ 0 (k = 1, ...,m; , j = 0, 1, 2, 3))
и при выполнении условия "запаздывания"аргументов:

αk(t) ≤ t, βk(t) ≤ t, γk(t) ≤ t, δk(t) ≤ t, ηk(t) ≤ t,
µk(t) ≤ t, vk(t) ≤ t, ρk(t) ≤ t (k = 1, ...,m).

(d)

При этом начальное множество Et0 = {t0}, т.е. состоит из одной точки t0.
Отметим, что в [1] для ИДУ (1) с условиями (SL), (d) установлены достаточные

условия ограниченности на полуинтервале J решений нестандартным методом сведения
к системе [2], методом преобразования уравнений [3, с. 25-27], методом весовых и срезы-
вающих функций [3, с. 31-32] и методом интегральных неравенств с запаздываниями
[4]. В [5] задача, аналогичная сформулированной задаче, изучена методом сравнения с
решениями соответствующей ДУ для векторного ИДУ вида (1) со степенными нелиней-
ностями.

В настоящей работе для решения поставленной задачи сначала развиваются идеи
нестандартных методов сведения к системе из [6, 2], затем применяются метод преобра-
зования уравнений [3, с. 25-27], метод весовых функций [3, с. 27-28], метод срезывающих
функций [3, с. 41] и метод интегральных неравенств с запаздываниями [1]. Устанавлива-
ются достаточные условия типа немалости членов.

Переходим к изложению основных результатов.
В ИДУ (1) аналогично [6, 2] сделаем замены:

x′(t) + λ2x(t) = W1(t)y(t), x′(t) = −λ2x(t) +W1(t)y(t), (2)

y′′(t) + µ2y(t) = W2(t)u(t), y′′(t) = −µ2y(t) +W2(t)u(t), (3)

где λ, µ - некоторые вспомогательные параметры, λ, µ 6= 0; 0 < Wr(t) (r = 1, 2) -
некоторые весовые функции; y(t), u(t) - новые неизвестные функции.

Идея замены (2) взята из [6], замены (3) – из [2].
Из (2), (3) дифференцированием получаем следующие соотношения:

x′′(t) = −λ2x′(t) +W ′
1(t)y(t) +W1(t)y

′(t) = −λ2[−λ2x(t) +W1(t)y(t)]+
+W ′

1(t)y(t) +W1(t)y
′(t) = λ4x(t) +M1(t)y(t) +W1(t)y

′(t),
(4)

где M1(t) ≡ W ′
1(t)− λ2W1(t),

x′′′(t) = λ4x′(t) +M ′
1(t)y(t) +M1(t)y

′(t) +W ′
1(t)y

′(t) +W1(t)y
′′(t) =

= λ4[−λ2x(t) +W1(t)y(t)] +M ′
1(t)y(t) + [M1(t) +W ′

1(t)]y
′(t)+

+W1(t)[−µ2y(t) +W2(t)u(t)] =
= −λ6x(t) +M2(t)y(t) +M3(t)y

′(t) +W1(t)W2(t)u(t),

(5)

где M2(t) ≡M ′
1(t) + (λ4 − µ2)W1(t), M3(t) ≡M1(t) +W ′

1(t),

x(4)(t) = −λ6x′(t) +M ′
2(t)y(t) +M2(t)y

′(t) +M ′
3(t)y

′(t) +M3(t)y
′′(t)+

+(W1(t)W2(t))
′u(t) +W1(t)W2(t)u

′(t) = −λ6[−λ2x(t) +W1(t)y(t)]+
+M ′

2(t)y(t) + [M2(t) +M ′
3(t)]y

′(t) +M3(t)[−µ2y(t) +W2(t)u(t)]+
+(W1(t)W2(t))

′u(t) +W1(t)W2(t)u
′(t) = λ8x(t) +M4(t)y(t) +M5(t)y

′(t)+
+M6(t)u(t) +W1(t)W2(t)u

′(t),

(6)
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где M4(t) ≡ M ′
2(t) − λ6W1(t) − µ2M3(t), M5(t) ≡ M2(t) + M ′

3(t), M6(t) ≡ M3(t)W2(t) +
(W1(t)W2(t))

′.
Подставляя (2) – (6) в ИДУ (1), имеем:

λ8x(t) +M4(t)y(t) +M5(t)y
′(t) +M6(t)u(t) +W1(t)W2(t)u

′(t) + a3(t)[−λ6x(t)+
+M2(t)y(t)+M3(t)y

′(t)+W1(t)W2(t)u(t)]+a2(t)[λ
4x(t)+M1(t)y(t)+W1(t)y

′(t)]+

+a1(t)[−λ2x(t) +W1(t)y(t)] + a0(t)x(t) +
t∫
t0

{Q0(t, τ)x(τ) +Q1(t, τ)[−λ2x(τ)+

+W1(τ)y(τ)] +Q2(t, τ)[λ4x(τ) +M1(τ)y(τ) +W1(τ)y′(τ)] +Q3(t, τ)[−λ6x(τ)+
+M2(τ)y(τ) +M3(τ)y′(τ) +W1(τ)W2(τ)u(τ)]}dτ = f(t)+

+
m∑
k=1

Fk(t, X̃1k(t),
t∫
t0

Hk(t, τ, X̃2k(τ))dτ), t ≥ t0,

(7)

где

X̃1k(t) ≡ {x(αk(t)),−λ2x(βk(t)) +W1(βk(t))y(βk(t))λ
4x(γk(t))+

+M1(γk(t))y(γk(t)) +W1(γk(t))y
′(γk(t)),−λ6x(δk(t))+

+M2(δk(t))y(δk(t)) +M3(δk(t))y
′(δk(t)) +W1(δk(t))W2(δk(t))u(δk(t))};

X̃2k(t) ≡ {x(ηk(t)),−λ2x(µk(t)) +W1(µk(t))y(µk(t)), λ
4x(vk(t))+

+M1(vk(t))y(vk(t)) +W1(vk(t))y
′(vk(t)),−λ6x(ρk(t))+

+M2(ρk(t))y(ρk(t)) +M3(ρk(t))y
′(ρk(t)) +W1(ρk(t))W2(ρk(t))u(ρk(t))}.

Введем следующие обозначения:
b3(t) ≡ a3(t) +M6(t)(W1(t)W2(t))

−1 ( коэффициент u(t)),
b2(t) ≡ a2(t)(W2(t))

−1 + [a3(t)M3(t) +M5(t)](W1(t)W2(t))
−1 ( коэффициент y′(t)),

b1(t) ≡ a1(t)(W2(t))
−1 + [a2(t)M1(t) +a3(t)M2(t) +M4(t)](W1(t)W2(t))

−1 (коэффициент
y(t)),

b0(t) ≡ [a0(t)− λ2a1(t) + λ4a2(t)− λ6a3(t) + λ8] (W1(t)W2(t))
−1 (коэффициент x(t))

P0(t, τ) ≡ (W1(t)W2(t))
−1 [Q 0(t, τ)− λ2Q 1(t, τ) + λ4Q 2(t, τ)− λ6Q 3(t, τ)] (коэффици-

ент x(τ)),
P1(t, τ) ≡ (W1(t)W2(t))

−1 [Q1(t, τ)W1(τ) +Q2(t, τ)M1(τ) +Q3(t, τ)M2(τ)] (коэффици-
ент y(τ)),

P2(t, τ) ≡ (W1(t)W2(t))
−1 [Q2(t, τ)W1(τ) +Q3(t, τ)M3(τ)] (коэффициент y′(τ)),

K(t, τ) ≡ (W1(t)W2(t))
−1Q3(t, τ)W1(τ)W2(τ) (коэффициент u(τ)).

Проделая в (7) некоторые простейшие выкладки, деля обе части на W1(t)W2(t),
учитывая введенные обозначения, и соединяя с заменами (2), (3), получаем следующую
систему, эквивалентную заданному ИДУ четвертого порядка (1):

x′(t) + λ2x(t) = W1(t)y(t),
y′′(t) + µ2y(t) = W2(t)u(t),

u′(t) + b3(t)u(t) + b2(t)y
′(t) + b1(t)y(t) + b0(t)x(t) +

t∫
t0

[P0(t, τ)x(τ)+

+P1(t, τ)y(τ) + P2(t, τ)y′(τ) +K(t, τ)u(τ)] dτ = (W1(t)W2(t))
−1f(t)+

+(W1(t)W2(t))
−1

m∑
k=1

Fk(t, X̃1k(t),
t∫
t0

Hk(t, τ, X̃2k(τ)dτ), t ≥ t0.

(8)
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Пусть [3]:
0 < ϕ(t) - некоторая весовая функция,

K(t, τ) =
n∑
i=1

Ki(t, τ), (K)

(W1(t)W2(t))
−1f(t) =

n∑
i=1

fi(t), (f)

ψi(t) (i = 1, ..., n) – некоторые срезывающие функции,

Ri(t, τ) ≡ Ki(t, τ)(ψi(t)ψi(τ))−1,

Ei(t) ≡ fi(t)(ψi(t))
−1,

Ri(t, t0) = Ai(t) +Bi(t), (i = 1, ..., n), (R)

ci(t) (i = 1, ..., n) - некоторые функции, ∆(t) ≡ 2λ2ϕ(t)− ϕ′(t).
Для произвольно фиксированного решения (x(t), y(t), u(t)) системы (8) ее первое

уравнение умножаем на ϕ(t)x(t), второе – на y′(t), третье – на u(t), полученные соотно-
шения сложим и интегрируем в пределах от t0 до t, в том числе по частям, при этом
вводим условия (), (f), (R), функции ψi(t), Ri(t, τ), Ei(t), ci(t) (i = 1, ..., n), ∆(t), при-
меняем леммы 1.4, 1.5 [7], и условие (SL). Тогда будем иметь следующее неравенство:

ϕ(t)(x(t))2+
t∫
t0

∆(s)(x(s))2ds+ (y′(t))2+ µ2(y(t))2+ (u(t))2+ 2
t∫
t0

b3(s) (u(s))2ds+

+
n∑
i=1

{Ai(t)(Ui(t, t0))2 −
t∫
t0

A′i(s)(Ui(s, t0))
2ds+Bi(t)(Ui(t, t0))

2−

−2Ei(t)Ui(t, t0) + ci(t)−
t∫
t0

[B′i(s)(Ui(s, t0))
2 − 2E ′i(s)Ui(s, t0) + c′i(s)]ds+

+
t∫
t0

R′iτ (t, τ)(Ui(t, τ))2dτ −
t∫
t0

s∫
t0

R′′isτ (s, τ)(Ui(s, τ))2dτds} ≤ c∗+

+2
t∫
t0

[W1(s)ϕ(s) |x(s)| |y(s)|+W2(s) |u(s)| |y′(s)|]ds+ 2
t∫
t0

|u(s)| {|b2(s)| |y′(s)|+

+ |b1(s)| |y(s)|+ |b0(s)| |x(s)|+
s∫
t0

[|P0(s, τ)| |x(τ)|+ |P1(s, τ)| |y(τ)|+

+ |P2(s, τ)| |y′(τ)|] dτ}ds+ 2
t∫
t0

(W1(s)W2(s))
−1 |u(s)|

m∑
k=1

{F0k(s) + g0k(s) |x(αk(s))|+

+g1k(s)[λ
2 |x(βk(s))|+W1(βk(s)) |y(βk(s))|] + g2k(s)[λ

4 |x(γk(s))|+
+ |M1(γk(s))| |y(γk(s))|+W1(γk(s)) |y′(γk(s))|] + g3k(s)[λ

6 |x(δk(s))|+
+ |M2(δk(s))| |y(δk(s))|+ |M3(δk(s))| |y′(δk(s))|+W1(δk(s))W2(δk(s)) |u(δk(s))|]+

+g4k(s)
s∫
t0

Hok(s, τ)dτ +
s∫
t0

Gok(s, τ) |x(ηk(τ))| dτ +
s∫
t0

G1k(s, τ)[λ2 |x(µk(τ))|+

+W1(µk(τ)) |y(µk(τ))|]dτ +
s∫
t0

G2k(s, τ)[λ4 |x(vk(τ))|+ |M1(vk(τ))| |y(vk(τ))|+

+W1(vk(τ)) |y′(vk(τ))|]dτ +
s∫
t0

G3k(s, τ)[λ6 |x(ρk(τ))|+ |M2(ρk(τ))| |y(ρk(τ))|+

+ |M3(ρk(τ))| |y′(ρk(τ))|+W1(ρk(τ))W2(ρk(τ)) |u(ρk(τ))| dτ}ds,

(9)
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где

Ui(t, τ) ≡
t∫

τ

ψi(η)u(η)dη, (i = 1, ..., n),

c∗ = ϕ(t0) (x(t0))
2 + (y′(t0))

2
+ µ2 (y(t0))

2 + (u(t0))
2 +

n∑
i=1

ci(t0),

Gjk(t, τ) ≡ g4k(t)hjk(t, τ) (j = 0, 1, 2, 3; k = 1, ...,m).

Теорема 1 Пусть
1) выполняются условия (SL), (d), λ 6= 0, µ 6= 0, Wr(t) > 0 (r = 1, 2), ϕ(t) > 0; (K),

(f), (R);
2) ∆(t) ≥ 0;
3) b3(t) ≥ 0;
4) Ai(t) ≥ 0, Bi(t) ≥ 0, B′i(t) ≤ 0, R′iτ (t, τ) ≥ 0, существуют функции A∗i (t) ∈

L1(J,R+, ci(t), R
∗
i (t) ∈ L1(J,R+) такие, что A′i(t) ≤ A∗i (t)Ai(t), (E

(r)
i (t))2 ≤ B

(r)
i (t)c

(r)
i (t),

R′′itτ (t, τ) ≤ R∗i (t)R
′
iτ (t, τ) (i = 1, ..., n; r = 0, 1);

5) W1(t)(ϕ(t))
1
2 +W2(t)+|b2(t)|+|b1(t)|+|b0(t)| (ϕ(t))−

1
2 +

t∫
t0

[|P0(t, τ)| (ϕ(τ))−
1
2 +|P1(t, τ)|+

|P2(t, τ)|]dτ+(W1(t)W2(t))
−1{F0k(t)+g0k(t)(ϕ(αk(t)))

− 1
2 +g1k(t)[(ϕ(βk(t)))

− 1
2 +W1(βk(t))]+

+g2k(t)[(ϕ(γk(t)))
− 1

2 +|M1(γk(t))|+W1(γk(t))]+g3k(t)[(ϕ(δk(t)))
− 1

2 +|M2(δk(t))|+|M3(δk(t))|+

+W1(δk(t))W2(δk(t))] + g4k(t)
t∫
t0

Hok(t, τ)dτ +
t∫
t0

Gok(t, τ)(ϕ(ηk(τ)))−
1
2dτ +

+
t∫
t0

G1k(t, τ)[(ϕ(µk(τ)))−
1
2 +W1(µk(τ))]dτ +

t∫
t0

G2k(t, τ)[(ϕ(vk(τ)))−
1
2 +

+ |M1(vk(τ))|+W1(vk(τ))]dτ +
t∫
t0

G3k(t, τ)[(ϕ(ρk(τ)))−
1
2 + |M2(ρk(τ))|+ |M3(ρk(τ))|+

+W1(ρk(τ))W2(ρk(τ))]dτ ∈ L1(J,R+\{0}) (k = 1, ...,m).
Тогда для любого решения (x(t), y(t), u(t)) системы (8) справедливы следующие ут-

верждения:

x(t) = (ϕ(t))−
1
2O(1), (10)

t∫
t0

∆(s)(x(s))2ds = O(1), (11)

y(k)(t) = O(1) (k = 0, 1), (12)

u(t) = O(1), (13)
t∫

t0

b3(s)(u(s))2ds = O(1), (14)
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Ai(t)(Ui(t, t0))
2 = O(1) (i = 1, ..., n), (15)

и для любого решения x(t) ИДУ (1) справедлива оценка (10) и:

x′(t) = [(ϕ(t))−
1
2 +W1(t)]O(1), (16)

x′′(t) = [(ϕ(t))−
1
2 + |M1(t)|+W1(t)]O(1), (17)

x′′′(t) = [(ϕ(t))−
1
2 + |M2(t)|+ |M3(t)|+W1(t)W2(t)]O(1). (18)

Доказательство. Введем обозначение:

V (t) ≡ ϕ(t)(x(t))2 +
t∫
t0

∆(s)(x(s))2ds+ (y′(t))2 + µ2(y(t))2 + (u(t))2+

+2
t∫
t0

b3(s)(u(s))2ds+
n∑
i=1

[Ai(t)(Ui(t, t0))
2 +

t∫
t0

R′iτ (t, τ)(Ui(t, τ))2dτ ].

(19)

Тогда в силу условий 1) – 4) имеем: c∗ ≥ 0, V (t) ≥ 0 и каждое слагаемое из (19) неотри-
цательное, и из (9) имеем следующее интегральное неравенство с запаздываниями:

V (t) ≤ c∗ + 2
t∫
t0

[µ−1W1(s)(ϕ(s))
1
2 +W2(s) + 1

2

n∑
i=1

(A∗i (s) +R∗i (s))]V (s)ds+

+2
s∫
t0

(V (s))
1
2{[|b2(s)|+ µ−1 |b1(s)|+ |b0(s)| (ϕ(s))−

1
2 ](V (s))

1
2 +

+
s∫
t0

[|P0 (s, τ)| (ϕ(τ))−
1
2 + µ−1 |P1 (s, τ)|+ |P2 (s, τ)|](V (τ)

1
2dτ}ds+

+2
t∫
t0

(W1(s)W2(s))
−1(V (s))

1
2

m∑
k=1

{F0k(s) + g0k(s)(ϕ(αk(s)))
− 1

2 (V (αk(s)))
1
2 +

+g1k(s)[λ
2(ϕ(βk(s)))

− 1
2 + µ−1W1(βk(s))](V (βk(s)))

1
2 + g2k(s)[λ

4(ϕ(γk(s)))
− 1

2 +

+µ−1 |M1(γk(s))|+W1(γk(s))](V (γk(s)))
1
2 + g3k(s)[λ

6(ϕ(δk(s)))
− 1

2 +

+µ−1 |M2(δk(s))|+ |M3(δk(s))|+W1(δk(s))W2(δk(s))](V (δk(s)))
1
2 +

+g4k(s)
s∫
t0

Hok(s, τ)dτ +
s∫
t0

Gok(s, τ)(ϕ(ηk(τ))−
1
2 (V (ηk(τ))

1
2dτ+

+
s∫
t0

G1k(s, τ)[λ2(ϕ(µk(τ))−
1
2 + µ−1W1(µk(τ))](V (µk(τ)))

1
2dτ+

+
s∫
t0

G2k(s, τ)[λ4(ϕ(vk(τ)))−
1
2 + µ−1 |M1(vk(τ))|+W1(vk(τ))](V (vk(τ)))

1
2dτ+

+
s∫
t0

G3k(s, τ)[λ6(ϕ(ρk(τ)))−
1
2 + µ−1 |M2(ρk(τ))|+ |M3(ρk(τ))|+

+W1(ρk(τ))W2(ρk(τ))](V (ρk(τ)))
1
2dτ}ds.

(20)

Применением к (20) лемму [1] об интегральном неравенстве с запаздываниями и с
учетом условий 4), 5), получаем:

V (t) ≤ c∗∗, (21)
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где c∗∗ - вполне определенное положительное число. Из (21) вытекают утверждения (10)
– (15). Наконец из (2) получаем оценку (16), из (4) – оценку (17), из (5) – оценку (18).
Теорема доказана.

Таким образом, для любого решения x(t) и его производных x′(t), x′′(t), x′′′(t) ИДУ
четвертого порядка типа Вольтерра (1) с любыми начальными данными x(k)(t0) (k =
0, 1, 2, 3) справедливы оценки (10), (16) – (18).

Для удобства дальнейшего исследования введем обозначения:

D0(t) ≡ (ϕ(t))−
1
2 , D1(t) ≡ D0(t) +W1(t), D2(t) ≡ D0(t) + |M1(t)|+W1(t),

D3(t) ≡ D0(t) + |M2(t)|+ |M3(t)|+W1(t)W2(t).

Тогда оценки (10), (16) – (18) примут вид:

x(k)(t) = Dk(t)O(1) (k = 0, 1, 2, 3). (22)

Аналогично следствиям 3.1 – 3.4 [3, с. 117] из (22) вытекают следующие 2 следствия.

Следствие 1 Если выполняются все условия теоремы и
а) Dk(t) = O(1) (0 ≤ k ≤ 3);
b) Dk(t)→ 0, t→∞ (0 ≤ k ≤ 3);
с) существуют const λk > 0 такие, что Dk(t) = e−λktO(1) (0 ≤ k ≤ 3);
d) существуют const ωk > 0, qk > 0 такие, что Dk(t) = (t + ωk)

−qk (t0 = 0,
0 ≤ k ≤ 3);

e) Dk(t) ∈ LPk(J,R) (Pk > 0, 0 ≤ k ≤ 3),
то для любого решения x(t) ИДУ (1) верны асимптотические свойства:

а) x(k)(t) = O(1) (0 ≤ k ≤ 3);
b) x(k)(t)→ 0, t→∞ (0 ≤ k ≤ 3);
с) x(k)(t) = e−λktO(1) (λk > 0, 0 ≤ k ≤ 3);
d) x(k)(t) = (t+ ωk)

−qk (ωk > 0, qk > 0, t0 = 0, 0 ≤ k ≤ 3);
e) x(k)(t) ∈ LPk(J,R) (Pk > 0, 0 ≤ k ≤ 3).

Следствие 2 Если выполняются все условия следствия 1 при k = 0, 1, 2, 3, то для
любого решения x(t) и его производных x′(t), x′′(t), x′′′(t) справедливы утверждения a),
b), c), d), e) при k = 0, 1, 2, 3.

Пример 1 Для ИДУ четвертого порядка

x(4)(t) + [7 + t2 + E(t)]x′′′(t) + [16 + 3t2 + 3E(t)− 29e−2t sin e−t]x′′(t)+

+[18+4t2+ 4E(t)−58e−2tsin e−t+ e−2t

t5+2
]x′(t) + [9 + 2t2 + 2E(t)− 29e−2t sin e−t+

+ e−2t

t5+2
− e−3t

(t+1)2
]x(t) +

t∫
0

{[2Q3(t, τ) + ( 1
t2+1
− 1

(t+5)2
− sin t

t3+1
)e−3t]x(τ)+

+[4Q3(t, τ) + ( 2
t2+1
− 1

(t+5)2
)e−3t]x′(τ) + [3Q3(t, τ) + e−3t

t2+1
]x′′(τ)+

+Q3(t, τ)x′′′(τ)}dτ = − exp(−3t+t4 sin t)
t+2

+ sin e−4t cos(
t∫
0

x( τ
5
)dτ)+

+ e−3t

t6+1

∣∣x( t
5
)
∣∣ sinx(t)− e−3t cos t·x′( t

6
)

(t2+9t+510)(1+
∣∣∣x′( t6 )∣∣∣) + e−3t

(t+8)5
x′′( t

7
)e−|x(t)|−

− e−4t

1+
∣∣∣x′( t6 )∣∣∣x

′′′( t
8
) +

t∫
0

e−3t{ cosx(τ)
(t+τ+2)3

sinx( τ
9
)− e−t

t+τ+5
x′( τ

10
) · e−|x′(

τ
10

)|+
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+
x′′(

τ
11

)
(t2+1)(τ2+3)[

∣∣∣x′′( τ11)
∣∣∣+1]
−

∣∣∣x′′′( τ12)
∣∣∣

(t+2τ+1)4[+|x(τ)|]}dτ+

+ sin(e−3t
t∫
0

dτ

(t+τ+9)3[
∣∣∣x( τ5 )

∣∣∣+1]
, t ≥ 0,

где E(t) ≡ exp(et · 3
√

cos t), Q3(t, τ) ≡ e−3t+3τ [ 1
t−τ+1

+ t+τ+115
t+τ+116

] exp(t4 sin t+ τ 4 sin τ), выпол-
няются все условия теоремы и утверждения с) следствия 2 при λ = 1, µ = 1, W1(t) ≡
e−t, W2(t) ≡ e−2t, ϕ(t) ≡ et, здесь t0 = 0, b3(t) ≡ 1 + t2 + E(t), ∆(t) ≡ et, b2(t) ≡
−29 sin e−t, b1(t) ≡ 1

t5+2
, b0(t) ≡ − 1

(t+1)2
, P0(t, τ) ≡ sin t

t3+1
, P1(t, τ) ≡ e−τ

(t+5)2
, P2(t, τ) ≡ e−τ

t2+1
,

K(t, τ) ≡ [ 1
t−τ+1

+ t+τ+115
t+τ+116

] exp(t4 sin t + τ 4 sin τ), f(t) ≡ − exp(−3t+t4 sin t)
t+2

, n = 1, ψ1(t) ≡
exp(t4 sin t), R1(t, τ) ≡ 1

t−τ+1
+ t+τ+115

t+τ+116
, A1(t) ≡ t+115

t+116
, A∗1(t) ≡ 1

(t+115)(t+116)
, R∗1(t) ≡ 0,

B1(t) ≡ 1
t+1

, E1(t) ≡ − 1
t+2

, c1(t) ≡ 1
t+1

, m = 1, α1(t) ≡ t
5
, β1(t) ≡ t

6
, γ1(t) ≡ t

7
, δ1(t) ≡ t

8
,

η1(t) ≡ t
9
, µ1(t) ≡ t

10
, v1(t) ≡ t

11
, ρ1(t) ≡ t

12
, F01(t) ≡ e−t, g01(t) ≡ 1

t6+1
, g11(t) ≡ 1

t2+9t+510
,

g21(t) ≡ 1
(t+8)5

, g31(t) ≡ e−t, g41(t) ≡ 1, H01(t, τ) ≡ 1
(t+τ+9)3

, h01(t, τ) ≡ 1
(t+τ+2)3

, h11(t, τ) ≡
e−t

t+τ+5
, h21(t, τ) ≡ 1

(t2+1)(τ2+3)
, h31(t, τ) ≡ 1

(t+2τ+1)4
, и значит, для любого его решения и их

производных справедливы оценки: x(k)(t) = e−
t
2O(1) (k = 0, 1, 2, 3). Отсюда заключаем,

что все решения и их производные до третьего порядка включительно стремятся к нулю
при t→∞ по экспоненциальному закону.

Замечание 1 В условиях теоремы и следствий 1, 2 коэффициенты ak(t) и ядра Qk(t, τ)
(k = 0, 1, 2, 3) и свободный член f(t) ИДУ (1) могут быть недифференцируемыми и
немалыми на полуинтервале J , что подтверждается, например, выше приведенным
иллюстративным примерам.

Отметим, что выбирая вспомогательные параметры, λ, µ и функции W1(t), W2(t),
ϕ(t), ψi(t) (i = 1, ..., n) из теоремы и следствий 1, 2 можно получить коэффициентные
признаки для соответствующих утверждений.
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С. Искандаров, М.А. Темиров, Әлсiз бей-
сызықты вольтеррлiк төртiншi реттi
кешiгулерi бар интегралды дифференциал-
дық теңдеудiң шешiмдерiнiң бағалаулары
және асимптотикалық қасиеттерi
ҚазҰУ хабаршысы, мат., мех., инф. сериясы
2012, №1(72), 39 – 47.

Әлсiз бейсызықты Вольтерр типтi төр-
тiншi реттi интегралды дифференциал-
дық теңдеудiң барлық шешiмдерiнiң және
олардың бiрiншi, екiншi, үшiншi реттi
туындыларының бағалауларын, шенелу-
iн, жарты осьте дәрежелi абсолюттi инте-
гралдануын, экспоненциалды және дәре-
желiк заңдылықтар бойынша нөлге ұмты-
луын қамтамасыз ететiн жеткiлiктi шарт-
тар алынған.


