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әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университетi

Кеңiстiктегi қисықтың тағы бiр түрi және оның
математикасы

Мақалада кеңiстiктегi қисық, жер серiгiнiң жердi, жермен бiрге күндi айналғандағы
жолының бiр түрi, зерттеледi. Сол қисықтың теңдеуi жазылып, жүрген жолының
ұзындығының формуласы көрсетiледi.

Кiлтi сөздер: Жер спутнигiнiң траекториясы, қисық теңдеуi.

Алдыңғы [1, 2] мақалада кеңiстiктегi дәл бұрынғы орнына болмаса да сол маңға
қайта бұралып келiп отыратын қисықтарды бұралқылар деп атағанбыз.
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Айналу осi түзу болмай қисық болып келетiн бұралқыларды бұралқы торлар деп
атаймыз. Сол мақалада жер күндi, жер серiгiнiң жердi айналуынан шығатын, әр қашан-
да күн, жер, жер серiгi бiр жазықтықта жататын жағдайдағы бұралқы тордың матема-
тикалық теңдеулерiн жазған болатынмын. Бұл жер серiгiнiң ең тұрақты траекториясы
(жолы) едi.

Ендi алдыңғы траекторияға қарағанда тұрақсыздау, бiрақ одан басқа жер серiгiнiң
траекторияларына қарағанда тұрақтырақ болатын екiншi жағдайды қарастырайық.
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Бұл жағдайда әр қашанда жер және жер серiгi айналу осi OZ, радиусы R-ге тең
болатын цилиндрлiк бетте қозғалады. Жер серiгiнiң қозғалысы (траекториясы) дөңге-
лек бұралқы тор болады. Оның бiр ерекшелiгi бұралу осi және бұралымдары жоғарыда
көрсетiлген цилиндрлiк бетте жатады. Алыстауы 0, ауытқуы тұрақты шама. Ендi осы
бұралқының теңдеуiн iздеуге кiрiселiк.

Алдымен O1 нүктесiнiң (жердiң) координаттарын жазып алайық.
XO1 = R cosα

YO1 = R sinα

ZO1 = 0


Төмендегi суреттi пайдалана отырып,
Жер серiгiнiң, M нүктесiнiң, координаттарын табайық.
Жердiң күндi айналу α бұрышына жер серiгiнiң жердi айналуынан пайда болған

γ бұрышы қосылып немесе алынып отырады. Ендi сол γ бұрышын iздестiрейiк. Жер
серiгi R1 болатын шеңбер бойымен қозғалып OZ осiмен β бұрышын жасады делiк. Он-
да O1M кесiндiсiнiң xOy жазықтығындағы проекциясы R1 sin β болады. M нүктесiнiң
xOy жазықтығындағы проекциясы M1, онда |O1M1|2 = R1 sin β. OO1M үшбұрышынан
косинустар теоремасы бойынша |O1M1|2 = 2R2 − 2R2 cos γ.

Бұдан γ = arccos

[
1− 1

2

(
R1

R

)2

sin2 β

]
болатынын бiлемiз. Онда iздеп отырған қи-

сығымыздың (жер серiгiнiң) траекториясының теңдеуi мынандай болады:

Xm = R cos

{
α+ arccos

[
1− 1

2

(
R1

R

)2

sin2 β

]}

Ym = R sin

{
α + arccos

[
1− 1

2

(
R1

R

)2

sin2 β

]}

Zm = R1 cos β


(∗)

Бұл iздеп отырған траекториямыздың дәл теңдеуi, бiрақ мұндағы γ = arccos

[
1− 1

2
·

·
(
R1

R

)2

sin2 β

]
өте күрделi болып отыр. Ендi оны ықшамдау жолын iздестiрейiк. OO1M

үшбұрышынан синустар теоремасы бойынша

sin γ

|O1M1|
=

sin
180o − γ

2
R

→ sin γ

cos
γ

2

=
|O1M1|
R

→
2 sin

γ

2
cos

γ

2

cos
γ

2

=
R1 sin β

R
→

Бұдан

sin
γ

2
=
R1

2R
sin β.
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Ал ендi sin
γ

2
-ны Тейлер қатарына жiктейiк:

sin
γ

2
=
γ

2
− 1

3!

(γ
2

)3

+
1

5!

(γ
2

)5

− . . .

Осы жiктеудi пайдалана отырып мынандай теңдiк аламыз

γ − R1

R
sin β = 2

[
− 1

3!

(γ
2

)3

+
1

5!

(γ
2

)5

− . . .
]

Мұндағы γ өте аз шама, оның үстiне егер γ-ны жуықтап
R1

R
sin βға тең деп алсақ, бiздiң

жiберетiн қатемiз
(
R1

R

)3

пен шамалас болады (мұндағы R күн мен жердiң арақашық-

тығы, R1 жер серiгiнiң жердi айналу радиусы). Бұл өте аз шама. Оны ескермесек γ =
R1

R
sin β деп алуға болады. Онда (*) теңдеуiмiз мына түрде жазылады:

Xm = R cos

(
α+

R1

R
sin β

)

Ym = R sin

(
α +

R1

R
sin β

)
Zm = R1 cos β

(∗∗)

(**) теңдеуi (*) теңдеуiне қарағанда зерттеуге әлде қайда ықшамды теңдеу болып
шықты.

Ендi осы теңдеуi жазылған қисықтың ұзындығын есептеу формуласын қарастырай-
ық.

l =

∫
ds =

∫ √
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2 =

=

∫√[(
R cos

(
α(t)+

R1

R
sin β(t)

))′

dt

]2
+

[(
R sin

(
α(t)+

R1

R
sin β(t)

))′

dt

]2
+
[
(R1 cos β(t))

′dt
]2

=

=

∫ √
(Rα′ +R1β′)2 − 2RR1α′β′ (1− cos β)′ dt

Бұдан R-дi түбiрден шығарып, α мен βнi жердiң күндi және жер серiгiнiң жердi айналу
бұрыштық жылдамдықтары ω, ω1 арқылы жазсақ (онда α(t) = ωt, β(t) = ω1t), онда
t1-ден t2-ге дейiн жүрген жолдың мынандай формуласын аламыз:

l = R

t2∫
t1

√(
ω +

R1

R2

ω1

)2

− 2
R1

R2

ωω1 (1− cosω1t)dt
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Kаtekov Е. One form of the curve in space
and its mathematics.
In this paper we study the trajectory of
a satellite rotating around the Earth and
the Sun. An equation of this curve and the
formula that calculates the length of the
traversed path is represented.

Катеокв Е. Один вид кривой в простран-
стве и ее математика.
В статье исследуется один вид траектории
спутника Земли при вращении вокруг Зем-
ли и Солнца. Приводится уравнение этой
кривой и формула, по которой вычисляет-
ся длина пройденного пути.


