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Аннотация

В этой работе мы рассмотрим субриманову задачу на второй трехмерной разрешимой

группе Ли SOLV + согласно классификационной теореме Аграчева-Барилари [1]. Случай

геометрии SOLV − мы рассмотрели в предыдущих работах [7],[8]. Различные аспекты ин-

тегрирования геодезических потоков на субримановых многообразиях активно изучались

(см., например, [2],[9],[10]). Отметим, что геодезические ряда других трехмерных неразре-

шимых субримановых геометрий были описаны недавно в [4],[5], при этом геодезические

задаются элементарным функциями.

Рассмотрим трехмерную группу Ли SOLV + представленную матрицами вида





cos z sin z x
− sin z cos z y

0 0 1



 , (1)

алгебра Ли которой построена на базисных векторах
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
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0 0 1
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

 ; e2 =
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
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

 ; e3 =





0 1 0
−1 0 0
0 0 0



 , (2)

а их коммутационные отношения следующие

[e1, e2] = 0; [e1, e3] = e1; [e2, e3] = −e2.

Перейдем к новому базису так, чтобы через коммутаторы базисных векторов можно
было получить все касательное пространство:

a1 = e1 + e2; a2 = e1 − e2; a3 = e3,

то есть

a1 =





0 0 1
0 0 1
0 0 0



 ; a2 =





0 0 1
0 0 −1
0 0 0



 ; a3 =





0 1 0
−1 0 0
0 0 0



 , (3)

тогда для нового базиса коммутаторы следующие

[a1, a2] = 0; [a1, a3] = −a2; [a2, a3] = a1.

Рассмотрим левоинвариантную метрику на SOLV +, которая в единице группы задается
формой
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(ei, ej) = δij.

Группу SOLV + можно идентифицировать с пространством R3 с помощью диффео-
морфизма, который матрице (1) ставит в соответствие точку q = (x, y, z) в R3 . Итак,
q = (x, y, z) точка на группе SOLV +. Тогда касательное пространство в каждой точке
SOLV + определяется матрицами вида

∂x =





0 0 1
0 0 0
0 0 0



 ; ∂y =





0 0 0
0 0 1
0 0 0



 ; ∂z =





− sin z cos z 0
− cos z − sin z 0

0 0 0



 , (4)

а векторы e1, e2, e3 с помощью левых сдвигов переходят в следующие вектора

L∗

q(e1) =





0 0 cos z
0 0 − sin z
0 0 0



 ; L∗

q(e2) =





0 0 sin z
0 0 cos z
0 0 0



 ;L∗

q(e3) =





− sin z cos z 0
− cos z − sin z 0

0 0 0



 ,

то есть,

L∗

q(e1) = cos z · ∂x − sin z · ∂y, L∗

q(e2) = sin z · ∂x + cos z · ∂y, L∗

q(e3) = ∂z. (5)

Так как выбранная метрика левоинвариантна, то есть < L∗
q(ei), L

∗
q(ej) >= δij , то мы

имеем

gij =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .

Теперь для нового базиса a1, a2, a3 левые сдвиги следующие

L∗
q(a1) = (cos z + sin z) · ∂x + (cos z − sin z) · ∂y,

L∗
q(a2) = (cos z − sin z) · ∂x − (cos z + sin z) · ∂y,

L∗
q(a3) = ∂z.

(6)

Произведениям < L∗
q(ai), L

∗
q(aj) > соответствуют элементы матрицы Грамма для

векторов a1, a2, a3

< ai, aj >=





2 0 0
0 2 0
0 0 1



 (7)

Пусть G - наша разрешимая трехмерная группа, а G ее алгебра Ли с базисными
векторами a1, a2, a3 согласно (3). Разобьем алгебру Ли G на сумму подпространств p

⊕

k,
где p = span{a1, a3}, k = span{a2}. Теперь возьмем двумерное левоинвариантное
распределение ∆ = span{a1, a3} в касательном пространстве TG и левоинвариантную
Риманову метрику, которая задана матрицей (8), тогда эта пара задает левоинвариант-
ную метрику Карно-Каратеодори и можно записать следующее равенство

g̃ij = g̃p + t · g̃k,
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где t → ∞. Таким образом, получим следующие компоненты метрики

g̃ij =













(1+t)+(1−t) sin 2z
2

1−t
2

cos 2z 0

1−t
2

cos 2z (1+t)−(1−t) sin 2z
2

0

0 0 1













,

а обратные элементы к ней будут

g̃ij =













(1+t)−(1−t) sin 2z
2t

−1−t
2t

cos 2z 0

−1−t
2t

cos 2z (1+t)+(1−t) sin 2z
2t

0

0 0 1













.

Возьмем функцию Гамильтона H =
1

2
g̃ijpipj и получим для нашего случая при t → ∞

следующий вид гамильтониана для нашей задачи

H(x, y, z, px, py, pz) =
1

4
(1 + sin 2z)p2x +

1

2
(cos 2z)pxpy +

1

4
(1− sin 2z)p2y +

1

2
p2z. (8)

Из известных равенств, выполняющихся для функции Гамильтона

ẋ =
∂H

∂px
, ẏ =

∂H

∂py
, ż =

∂H

∂pz
,

ṗx = −
∂H

∂x
, ṗy = −

∂H

∂y
, ṗz = −

∂H

∂z
,

где точка означает производную по t, выпишем уравнения Гамильтона для (8)

ẋ =
1

2
(1 + sin 2z)px +

1

2
(cos 2z)py

ẏ =
1

2
(cos 2z)px +

1

2
(1− sin 2z)py

ż = pz

ṗx = 0

ṗy = 0

ṗz = −
1

2
(cos 2z)p2x + (sin 2z)pxpy +

1

2
(cos 2z)p2y.

(9)

Система (9) имеет три первых интеграла:
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I1 = H, I2 = px, I3 = py,

значит наша система дифференциальных уравнений (9) полностью интегрируема.
Нахождением решений этой системы мы займемся в следующей работе.
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