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Аннотация

С помощью преобразования Лапласа найдено в явном виде решение модельной задачи

Веригина с малым параметром, возникащей при решении нелинейной задачи с условием

Веригина на свободной границе. Установлены равномерные относительно малого параметра

оценки решения в пространстве Гельдера.

Задача Веригина описывает процесс нагнетания жидкости в пористую среду [1].
Такой процесс происходит, например, при затоплении нефтяных скважин водой, когда
вода под давлением вытесняет значительно более вязкую нефть, или при нагнетании
цементных, глинистых растворов, проводимом для увеличения прочности гидротехни-
ческих сооружений, при этом происходит вытеснение воды из пористой среды более
вязкой жидкостью. Задача Веригина является задачей со свободной границей, так как
неизвестна поверхность, разделяющая нагнетаемую и вытесняемую жидкости, неизвест-
ным является также давление в жидостях.

В работе изучается задача с малым параметром в условии сопряжения для системы
уравнений параболического типа с постоянными коэффициентами, возникающая при
решении нелинейной задачи со свободной границей. Двухфазная задача с малым пара-
метром в условии Стефана для системы уравнении параболического типа рассматрива-
лась в работе Г.И. Бижановой [2].

Пусть Ω1 := {x | x < 0}, Ω2 = {x | x > 0}, ΩjT := Ωj × (0, T ), j = 1, 2, σT = (0, T ).
Требуется найти функции uj(x, t), j = 1, 2 и ρ(t), удовлетворяющие параболической
системе уравнений

∂tuj − a2j∂
2
xuj − αjDtρ = fj(x, t) в ΩjT , j = 1, 2, (1)

начальным условиям

ρ
∣

∣

t=0
= 0, uj

∣

∣

t=0
= 0, в Ωj , j = 1, 2, (2)

условиям сопряжения на границе x = 0, t ∈ σT

u1 − u2 = ϕ1(t), λ1∂xu1 = λ2∂xu2 + ϕ2(t) = −εDtρ+ ϕ3(t), (3)

где коэффициенты aj , αj, λj , j = 1, 2 – положительные постоянные, ε > 0 – малый
параметр, ∂l

x = ∂l/∂xl, ∂t = ∂/∂t, Dt = d/dt.
В данной работе доказывается однозначная разрешимость задачи (1) – (3) в прост-

ранствах Гельдера
◦

C
2+α,1+α/2
x t (Ω̄jT ), j = 1, 2 и

◦

C
1+α/2
t (σ̄T ) функций vj(x, t), ρ(t), удовлет-

воряющих условиям

∂i
tvj
∣

∣

t=0
= 0, j = 1, 2,

diρ

dti
∣

∣

t=0
= 0, i = 0, 1,
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и имеющих нормы

|vj|
(2+α)
ΩjT

:= |vj |ΩjT
+ |∂tvj|ΩjT

+ |∂xvj |ΩjT
+ |∂2

xvj |ΩjT
+ [∂tvj]

(α/2)
t,ΩjT

+

+ [∂tvj]
(α)
x,ΩjT

+ [∂2
xvj ]

(α/2)
t,ΩjT

+ [∂2
xvj ]

(α)
x,ΩjT

+ [∂xvj ]
( 1+α

2
)

t,ΩjT

, j = 1, 2,

|ρ|(1+α/2)
σT

:= sup
t∈σT

|ρ|+ sup
t∈σT

|Dtρ|+ sup
t,t1∈σT

|Dtρ(t)−Dt1ρ(t1)|

|t− t1|α/2
, (4)

где |v|ΩjT
= sup

(x,t)∈ΩjT

|v(x, t)|, α ∈ (0, 1),

[v]
(α)
t,ΩjT

= sup
(x,t)∈ΩjT

(x,t1)∈ΩjT

|v(x, t)− v(x, t1)|

|t− t1|α
, [v]

(α)
x,ΩjT

= sup
(x,t)∈ΩjT

(y,t)∈ΩjT

|v(x, t)− v(y, t)|

|x− y|α
.

Теорема 1 Пусть 0 < ε ≤ ε0, α2 − α1 > 0. Для любых функций fj(x, t) ∈
◦

C
α,α/2
x t (Ω̄jT ),

j = 1, 2, ϕ1(t) ∈
◦

C
1+α/2
t (σ̄T ), ϕi(t) ∈

◦

C
(1+α)/2
t (σ̄T ), i = 2, 3, задача (1)-(3) имеет един-

ственное решение uj(x, t) ∈
◦

C
2+α,1+α/2
x t (Ω̄jT ), j = 1, 2, ρ(t) ∈

◦

C
1+α/2
t (σ̄T ), εDtρ(t) ∈

◦

C
(1+α)/2
t (σ̄T ) и для него справедлива оценка

2
∑

j=1

|uj|
(2+α)
ΩjT

+ |ρ|(1+α/2)
σT

+ |εDtρ|
1+α

2

σT
≤ C1

(

2
∑

j=1

|fj|
(α)
ΩjT

+ |ϕ1|
(1+α/2)
σT

+

3
∑

i=2

|ϕi|
( 1+α

2
)

σT

)

,

где постоянная C1 не зависит от ε.

Преобразуем задачу (1) – (3). Для этого построим вспомогательные функции Vj(x, t),
j = 1, 2, которые являются решением следующей краевой задачи:

∂tVj − a2j∂
2
xVj = fj(x, t) в ΩjT , Vj

∣

∣

t=0
= 0 в Ωj , j = 1, 2, (5)

(V1 − V2)
∣

∣

x=0
= ϕ1(t), λ1∂xV1

∣

∣

x=0
= λ2∂xV2

∣

∣

x=0
+ ϕ2(t), t ∈ σT . (6)

Известно [3], что задача (5), (6) имеет единственное решение Vj(x, t) ∈
◦

C
2+α,1+α/2

x t (Ω̄jT ),
j = 1, 2, удовлетворяющее следующим оценкам:

|V1|
(2+α)
Ω1T

+ |V2|
(2+α)
Ω2T

≤ C2

(

|f1|
(α)
Ω1T

+ |f2|
(α)
Ω2T

+ |ϕ1|
(1+α/2)
σT

+ |ϕ2|
( 1+α

2
)

σT

)

. (7)

С помощью замен

uj(x, t) = vj(x, t) + Vj(x, t) + αjρ(t), j = 1, 2 (8)

получим следующую задачу для нахождения функций vj(x, t), j = 1, 2, ρ(t):

∂tvj − a2j∂
2
xvj = 0 в ΩjT , j = 1, 2, (9)

ρ
∣

∣

t=0
= 0, vj

∣

∣

t=0
= 0, в Ωj , j = 1, 2, (10)
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(v1 − v2)
∣

∣

x=0
= (α2 − α1)ρ(t), λ1∂xv1

∣

∣

x=0
= λ2∂xv2

∣

∣

x=0
= −εDtρ(t) + Φ(t), (11)

где Φ(t) = ϕ3(t)− λ1∂xV1

∣

∣

x=0
∈

◦

C
(1+α)/2
t (σ̄T ) и подчиняется оценке

|Φ|(1+α)/2
σT

≤ C3

(

|f1|
(α)
Ω1T

+ |ϕ1|
(1+α/2)
σT

+ |ϕ3|
(1+α)/2
σT

)

. (12)

Лемма 1 Пусть 0 < ε ≤ ε0, α2 − α1 > 0. Решение задачи (9) – (11) имеет вид

ρ(t) =
1

ε

∫ t

0

Φ(τ)G(t− τ) dτ (13)

= (−1)j+1
2a2j
ε

∫ t

0

Φ(τ)dτ

∫ t−τ

0

∂xΓj(ajkz/ε+ (−1)jx, t− τ − z)
∣

∣

x=0
dz,

vj(x, t) =
k

εbj

∫ t

0

Φ(τ)Gj(x, t− τ) dτ (14)

= (−1)j+1
2a2jk

εbj

∫ t

0

Φ(τ)dτ

∫ t−τ

0

∂xΓj(ajkz/ε + (−1)jx, t− τ − z)dz,

j = 1, 2,

где

bj =
λj

aj
> 0, j = 1, 2, k =

(α2 − α1)λ1λ2

a1λ2 + a2λ1
> 0, (15)

G(t) = (−1)j+12a2j

∫ t

0

∂xΓj(ajkz/ε+ (−1)jx, t− z)
∣

∣

x=0
dz, j = 1, 2, (16)

Gj(x, t) = (−1)j+12a2j

∫ t

0

∂xΓj(kajz/ε+ (−1)jx, t− z) dz, j = 1, 2, (17)

Γj(x, t) =
1

2aj
√
πt

e
−

x
2

4a
2

j
t , −

фундаментальное решение параболического уравнения (9).
Доказательство. Применим к задаче (9) – (11) преобразование Лапласа по пе-

ременной t

F̃ (p) ≡ L[F ] =

∫

∞

0

F (t)e−pt dt.

Общее решение полученного обыкновенного дифференциального уравнения будет в сле-
дующем виде:

ṽ1(x, p) = A1e
√
p x/a1 , x < 0, ṽ2(x, p) = A2e

−
√
p x/a2 , x > 0.

Здесь Aj = Aj(p), j = 1, 2 – функции, подлежащие определению. Из условий (11),
записанных в области изображений Лапласа

ṽ1 − ṽ2 = (α2 − α1)ρ̃(p), λ1∂xṽ1 = λ2∂xṽ2 = −εpρ̃(p) + Φ̃(p),
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найдем функции A1 и A2, затем ṽ1, ṽ2 и ρ̃

ρ̃(p) =
1

ε
Φ̃(p)G̃(p), G̃(p) =

1

p+ k/ε
√
p
, (18)

ṽj(x, p) = (−1)j+1 bj
εk

Φ̃(p)G̃j(x, p), j = 1, 2, (19)

G̃j(x, p) =
e−

√
p |x|/aj

p+ k/ε
√
p
, (20)

Так как Re(p+k
√
p/ε) > 0 при k > 0 и ε > 0, функции G̃(p), G̃j(x, p) можем представить

в виде:

G̃(p) =

∫

∞

0

e−(p+k
√
p/ε)z dz, G̃j(x, p) =

∫

∞

0

e−pze−
√
p (kz/ε+|x|/aj)dz, j = 1, 2,

k и bj , j = 1, 2 постоянные определяемые формулами (15), |x| = (−1)jx, так как x < 0
при j = 1 и x > 0 при j = 2.

Найдем обратное преобразование Лапласа L−1[ρ̃(p)] = ρ(t) функции ρ̃(p). Для этого
запишем функцию G(t) = L−1[G̃(p)], используя формулу свертки,

G(t) = L−1

[
∫

∞

0

e−(p+k
√
p/ε)z dz

]

=

∫

∞

0

dz

∫ t

0

L−1[e−pz](τ)L−1[e−k
√
p z/ε](t− τ) dτ.

Применим формулы обратных преобразований Лапласа [4]

L−1
[

e−k
√
p z/ε
]

(t− τ) =
ajkz/ε+ (−1)jx

2aj
√

π(t− τ)3
e
−

(a
j
kz/ε+(−1)

j+1
x)

2

4a
2

j
(t−τ)

∣

∣

∣

x=0
(21)

= (−1)j+12a2j∂xΓj(ajkz/ε+ (−1)j+1x, t− τ)
∣

∣

x=0
,

L−1
[

e−p z
]

(τ) = η(τ − z) δ(τ − z), (22)

где Γj(x, t), j = 1, 2 – фундаментальное решение параболического уравнения (9), δ(t−τ)
– дельта-функция Дирака, η(t− τ) – функция Хевисайда, тогда найдем

G(t) = (−1)j+12a2j

∫ t

0

dτ

∫

∞

0

η(τ − z) δ(τ − z)∂xΓj(ajkz/ε+ (−1)j+1x, t− τ)
∣

∣

x=0
dz

= (−1)j+12a2j

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

δ(τ − z)∂xΓj(ajkz/ε + (−1)j+1x, t− τ)
∣

∣

x=0
dz.

Поменяв порядок интегрирования, получим

G(t) = (−1)j+12a2j

∫ t

0

dz

∫ τ

z

δ(τ − z)∂xΓj(ajkz/ε+ (−1)j+1x, t− τ)
∣

∣

x=0
dτ =

= (−1)j+12a2j

∫ t

0

∂xΓj(ajkz/ε + (−1)j+1x, t− z)
∣

∣

x=0
dz.

(23)

Теперь вычислим обратные преобразования L−1[ṽj(x, p)] = vj(x, t). Привлекая со-
отношения (21), (22) и формулу свертки, найдем обратное преобразование Лапласа
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функций Грина

Gj(x, t) =

∫

∞

0

L−1
[

e−pze−
√
p (kz/ε+(−1)jx/aj)

]

dz

=

∫ t

0

ajkz/ε + (−1)jx

2aj
√

π(t− τ)3
e
−

(a
j
kz/ε+(−1)

j+1
x)

2

4a
2

j
(t−τ) dz

= (−1)j+12a2j

∫ t

0

∂xΓj(ajkz/ε+ (−1)jx, t− z) dz, j = 1, 2. (24)

Как видно из формул (23), (24), справедливо равенство

G(t) ≡ Gj(x, t)
∣

∣

x=0
, j = 1, 2. (25)

Из (18), (19), (23), (24) и формулы свертки получим решение (13), (14) задачи (9) –
(11). �

Лемма 2 Пусть 0 < ε ≤ ε0, α2 − α1 > 0. Для функций G(t), Gj(x, t), j = 1, 2,
определяемых формулами (16), (17), справедливы оценки при t ∈ (0, T ):

∣

∣∂l
t∂

m
x Gj(x, t)

∣

∣ ≤ C5









ε

t
1+2l+m

2

e
−

x
2

8a
2

j
t +

e
−

(ka
j
t)
2
+ε

2
x
2

8a
2

j
ε
2
t

(

(

kt
ε

)2
+ x2

a2
j

)
2l+m

2









, j = 1, 2, (26)

∣

∣Dl
tG(t)

∣

∣ ≤ C4

(

ε

t(1+2l)/2
+
(ε

t

)2l

e−
k
2
t

8ε2

)

, (27)

где постоянные C4, C5 не зависят от ε, k определяется формулой (15).

Доказательство. Из представлений (16), (17) производные функций G(t), Gj(x, t),
j = 1, 2 будут в следующем виде:

∂l
t∂

m
x Gj(x, t) = (−1)j+12a2j

∫ t

0

∂l
t∂

m+1
x Γj(ajkz/ε + (−1)jx, t− z) dz, j = 1, 2,

Dl
tG(t) = (−1)j+12a2j

∫ t

0

∂l
t∂xΓj(ajkz/ε + (−1)jx, t− z)

∣

∣

x=0
dz,

Используя оценку фундаментального решения уравнения теплопроводности

|∂l
t∂

m
x Γj(x, t)| ≤

C6

t(1+2l+m)/2
e
−

x
2

8a
2

j
t , j = 1, 2, (28)

оценим производную ∂l
t∂

m
x Gj(x, t)

∣

∣∂l
t∂

m
x Gj(x, t)

∣

∣ ≤ C7

∫ t

0

e
−

(a
j
kz/ε+(−1)

j
x)

2

8a
2

j
(t−z)

(t− z)
2+2l+m

2

dz ≤ C8

∫ t

0

1

(t− z)
2+2l+m

2

e
−

(a
j
kz/ε)

2
+x

2

8a
2

j
(t−z) dz

≡ C8

(

∫ t/2

0

+

∫ t

t/2

)

1

(t− z)
2+2l+m

2

e
−

(a
j
kz/ε)

2
+x

2

8a
2

j
(t−z) dz. (29)
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Применяя неравенства в экспоненте 1/(t−z) ≥ 1/t и 1/(t−z) ≤ 2/t в дроби, и произведя
замену переменных kz

ε
√
8t
= ξ в первом интеграле, а во втором – замену A2/(t− z) = 2ξ2,

A2 =
(ajkt/2ε)2+x2

8a2
j

, для 2l +m > 0 получим

∣

∣∂l
t∂

m
x Gj(x, t)

∣

∣ ≤ C9

∫ t/2

0

(

2

t

)
2+2l+m

2

e
−

(ka
j
z/ε)

2
+x

2

8a
2

j
t dz +

C10

A2l+m

∫

∞

A/
√
t

ξ2l+m−1 e−2ξ2dξ

≤
C11ε

t
1+2l+m

2

e
−

x
2

8a
2

j
t

∫ k

√

t

2

√

8 ε

0

e−ξ2dξ +
C12

A2l+m
e−A2/t

∫

∞

0

ξ2l+m−1 e−ξ2dξ.

Из (29) и последнего неравенства следует оценка (26). В дальнейшем нам потребуется
оценка интеграла (29) при 2l +m = 1:

∫ t

0

1

(t− z)3/2
e
−

(ka
j
z/ε)

2
+x

2

8a
2

j
(t−z) dz ≤

Cε

t
e
−

x
2

8a
2

j
t . (30)

Учитывая соотношение (25), из (26) сразу получим оценку производных (27) функции
G(t). �

Теорема 2 Пусть 0 < ε ≤ ε0, α2 − α1 > 0. Для любой функции Φ(t) ∈
◦

C
(1+α)/2
t (σ̄T ),

задача (9)-(11) имеет единственное решение vj(x, t) ∈
◦

C
2+α,1+α/2
x t (Ω̄jT ), j = 1, 2, ρ(t) ∈

◦

C
1+α/2
t (σ̄T ), εDtρ(t) ∈

◦

C
(1+α)/2
t (σ̄T ) и для него справедлива оценка

2
∑

j=1

|vj|
(2+α)
ΩjT

+ |ρ|(1+α/2)
σT

+ |εDtρ|
( 1+α

2
)

σT
≤ C13|Φ|

( 1+α

2
)

σT
, (31)

где постоянная C13 не зависит от ε.

Доказательство. Оценим норму (4) функции ρ(t), определяемой формулой (13).
Поменяв порядок интегрирования и произведя замену τ + z = τ1 в интеграле по τ ,
получим выражения

ρ(t) = (−1)j+1
2a2j
ε

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

Φ(τ − z)∂xΓj(ajkz/ε + (−1)jx, t− τ)
∣

∣

x=0
dz, (32)

Dtρ(t) = (−1)j+1
2a2j
ε

{
∫ t

0

dτ

∫ τ

0

[Φ(τ − z)− Φ(t− z)]×

× ∂t∂xΓ(ajkz/ε + (−1)jx, t− τ)
∣

∣

x=0
dz (33)

+

∫ t

0

Φ(t− z)∂xΓj(ajkz/ε+ (−1)jx, t− z)
∣

∣

x=0
dz

}

,

где вместо τ1 мы снова записали τ .

Для функции Φ(t) ∈
◦

C
(1+α)/2
t (σ̄T ) справедливы следующие неравенства:

N = [Φ]
( 1+α

2
)

σT
, |Φ(t)− Φ(t1)| ≤ N |t− t1|

1+α

2 , |Φ(t)| ≤ Nt
1+α

2 , (34)
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которыми мы будем пользоваться в дальнейшем.
Применим оценку (28) для Γj(x, t), j = 1, 2, неравенства (34), затем произведем

замену kz

ε
√

8(t−τ)
= z1 в формуле (32) и в первом интеграле по z в (33), а во втором

интеграле в (33) применим оценку (30), в результате получим

|ρ(t)| ≤
C14N

ε

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

(τ − z)(1+α)/2

t− τ
e
−

k
2
z
2

8ε2(t−τ)dz

≤ C15N

∫ t

0

τ (1+α)/2

√
t− τ

dτ

∫

∞

0

e−z2
1dz1 = C16Nt1+α/2,

|Dtρ(t)| ≤
C17N

ε

(
∫ t

0

(t− τ)(α−3)/2dτ

∫ τ

0

e
−

k
2
z
2

8ε2(t−τ)dz +

+
C18N

ε

∫ t

0

(t− z)1+α/2

(t− z)3/2
e
−

k
2
z
2

8ε2(t−z)dz ≤ C19Ntα/2,

(35)

где постоянные C16 и C19 не зависят от ε.
Приняв 0 < t1 < t < T для определенности, запишем разность производных Dtρ(t)−

Dt1ρ(t1), определямых по формуле (33), в виде

∆ = Dtρ(t)−Dt1ρ(t1) =
1

ε

(
∫ t

t1

dτ

∫ τ

0

[Φ(τ − z)− Φ(t− z)]∂t∂xΓ(·, t− τ)
∣

∣

x=0
dz

+

∫ t1

0

dτ

∫ τ

0

[Φ(τ − z)− Φ(t1 − z)]dz

∫ t

t1

∂2
t2
∂xΓ(·, t2 − τ)

∣

∣

x=0
dt2

+

∫ t

t1

Φ(t− z)∂xΓ(·, t− z)
∣

∣

x=0
dz +

∫ t1

0

[Φ(t− z)− Φ(t1 − z)]∂xΓ(·, t− t1)
∣

∣

x=0
dz

+

∫ t1

0

Φ(t1 − z)dz

∫ t

t1

∂t2∂xΓ(·, t2 − z)
∣

∣

x=0
dt2

)

.

Для оценки ∆ используем неравенства (28) и (34), тогда будем иметь

|∆| ≤
C20N

ε

(
∫ t

t1

dτ

∫ τ

0

(t− τ)(1+α)/2

(t− τ)2
e
−

k
2
z
2

8ε2(t−τ)dz

+

∫ t

t1

dt2

∫ t1

0

(t1 − τ)(1+α)/2

(t2 − τ)3
dτ

∫ τ

0

e
−

k
2
z
2

8ε2(t2−τ)dz +

∫ t

t1

(t− z)(1+α)/2

t− z
e
−

k
2
z
2

8ε2(t−z)dz

+(t− t1)
(α−1)/2

∫ t1

0

e
−

k
2
z
2

8ε2(t−t1)dz +

∫ t1

0

(t1 − z)(1+α)/2dz

∫ t

t1

e
−

k
2
z
2

8ε2(t2−z)

(t2 − z)2
dt2



 .

Применив неравенства t1− τ ≤ t2− τ во втором, (t− z)1+α/2 ≤ t(t− t1)
α/2 – в третьем

и (t1 − z)1/2 ≤ (t2 − z)1/2, (t1 − z)α/2 ≤ t
α/2
2 – в последнем интегралах и проинтегрировав

первый и четвертый интегралы, найдем

|∆| ≤
C21N

ε



(t− t1)
α/2



ε+ t

∫ t

0

e
−

k
2
z
2

8ε2(t−z)

(t− z)3/2
dz



+

∫ t

t1

t
α/2
2

∫ t2

0

e
−

k
2
z
2

8ε2(t2−z)

(t2 − z)3/2
dz



.
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Воспользуемся в интегралах по z оценкой (30), тогда получим

|∆| ≤ C22N(t− t1)
α/2, [Dtρ(t)]

(α/2)
t,σT

≤ C22N, (36)

здесь постоянная C22 не зависит от ε.

Из оценок (35), (36) следует, что ρ(t) ∈
◦

C
1+α/2
t (σ̄T ) и

|ρ(t)|(1+α/2)
σT

≤ C23|Φ(t)|
(1+α)/2
σt

, (37)

где C23 не зависит от ε. Из формул (13) и (14) видно, что vj(x, t)
∣

∣

x=0
= (−1)j+1 k

bj
ρ(t),

j = 1, 2, следовательно,

|vj(0, t)|
(1+α/2)
σ̄T

≤ C24|ρ(t)|
(1+α/2)
σT

, j = 1, 2.

Тогда функция vj(x, t), j = 1, 2, как решение первой краевой задачи для параболического

уравнения (9) в ΩjT со следом на x = 0 из пространства
◦

C
1+α/2
t (σ̄T ) принадлежит

пространству
◦

C
2+α,1+α/2
x t (Ω̄jT ), j = 1, 2 (см., напр. [5]), и в силу (37) удовлетворяет

неравенству

|vj |
(2+α)

Ω̄jT

≤ C25|vj
∣

∣

x=0
|
(1+α/2)
σ̄T

≤ C26|Φ|
(1+α)/2
σ̄T

,

где C26 не зависит от ε. Из всего этого и второго равенства в (11) получаем, что ερt(t) ∈
◦

C
(1+α)/2
t (σ̄T ) и выполняется неравенство |ερt(t)|

(1+α)/2
σ̄T

≤ C27|Φ|
(1+α)/2
σ̄T

и оценка (31). �

Из формул (8) и неравенства (7), а также из теоремы 2 и оценки (12) следует теорема
1.
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