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Аннотация

Исследуется задача Коши для уравнений, описывающих течение реагирующей смеси

газов в пористой среде. В начальный момент времени все характеристики среды известны

и имеют разные пределы на бесконечности. Доказательство теоремы существования и един-

ственности обобщенного решения проводится методом априорных оценок.

1. Постановка задачи и основной результат. Исследуется система уравнений, описывающая
течение реагирующей смеси газов [1]:
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Рассмотрим движение смеси в полосе: Π = {(x, t) : x ∈ R, 0 < t < T}, R = (−∞,∞)

Начальные условия записываются в виде:

u|t=0 = u0(x), θ|t=0 = θ0(x), c|t=0 = c0(x), v|t=0 = v0(x), (2)

0 < c0(x) ≤ 1, 0 < m0 ≤ (v0(x), θ0(x)) ≤M0 <∞ и имеют конечные пределы на бесконечности:

lim
x→−∞

u0(x) = u10, lim
x→+∞

u0(x) = u20, u
1
0 < u20,

lim
x→−∞

v0(x) = v10, lim
x→+∞

v0(x) = v20 , v
1
0 6= v20 , (3)

lim
x→−∞

c0(x) = c10, lim
x→+∞

c0(x) = c20, c
1
0 6= c20,

lim
x→−∞

θ0(x) = θ10, lim
x→+∞

θ0(x) = θ20, θ
1
0 6= θ20.

Введем вспомогательные функции ψ(x), f(x), γ(x), ϕ(x), обладающие свойствами:

0 < C−1
1 < ψ(x) < C1, lim

|x|→∞

v0(x)ψ(x) = 1, ψ′
(x) ∈W 1

2 (R),

|f(x)| < C2 <∞, lim
x→−∞

f(x) = u10, lim
x→+∞

f(x) = u20,

0 < f ′(x) ≤ C3, f
′
(x) ∈W 1

2 (R), f
′
(x) ∈ L1(R), (4)

0 < C−1
4 < ϕ(x) < C4, lim

|x|→∞

θ0(x)ϕ(x) = 1, ϕ′
(x) ∈W 1

2 (R),

1 ≤ γ(x) < C5 <∞, lim
|x|→∞

c0(x)γ(x) = 1, γ′(x) ∈W 1
2 (R).
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(ϕ′
(x))2 < ηf ′(x), 0 < η < 1. (5)

Существование таких функций нетрудно проверить.

ТЕОРЕМА. Пусть λ1(θ) = αθ, λ2(θ) = βθ1/2, α, β = const > 0, начальные данные (2)

удовлетворяют условиям (3) и (u0 − f, v0ψ − 1, θ0ϕ − 1, c0γ − 1) ∈ W 2
1 (R). Функция g(p, c, θ)

является положительной и непрерывной в любой компактной области своих аргументов,

a по (ϕθ)1/2, кроме того, удовлетворяет условию Липшица и g(p, c, 1) = 0. Тогда в полосе

Π = R × (0, T ) с произвольной конечной высотой T, 0 < T < ∞ существует единственное

обобщенное решение задачи (1), (2), причем

(vψ − 1) ∈ L∞(0, T ;W 2
1 (R)), (

∂v

∂t
,
∂u

∂t
,
∂θ

∂t
,
∂c

∂t
, ) ∈ L2(Π),

(u− f, θϕ− 1, cγ − 1) ∈ L∞(0, T ;W 2
1 (R)) ∩ L2(0, T ;W

2
2 (R)),

0 < c(x, t) ≤ 1, v(x, t), θ(x, t) - строгоположительные, ограниченныефункции.

Доказательство теоремы проводится по следующей схеме: а) выводятся глобальные апри-
орные оценки, положительные постоянные C, Ci, Ni, Ki в которых зависят только от данных
задачи и величины T интервала времени, но не зависят от промежутка существования ло-
кального решения; б) доказывается локальная теорема существования аналогично [2, 3, 4];
в) на основе полученных глобальных априорных оценок локальное решение продолжается на
весь промежуток времени [0, T ], 0 < T < ∞. Известно, что в одномерных нестационарных
задачах вязкой газовой динамики априорные оценки удобнее всего получать в лагранжевых
координатах. Введение их описано в [2].

Следуя [2, 3], разобьем числовую ось и соответственно полосу на конечные отрезки и
прямоугольники:

2. Априорные оценки. Не ограничивая общности, примем все положительные постоянные
в системе (1), равными единице. Из уравнений системы (1) и ограничений на данные задачи
видно, что функции v(x, t), θ(x, t) неотрицательны и 0 < c(x, t) ≤ 1.

Выведем закон сохранения. Сделаем замену, полагая ∂ξ
∂x

=
1

ϕ(x)γ(x) . Тогда система уравнений
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ЛЕММА 1. При выполнении условий теоремы справедлива оценка

U(t) +

∫ t

0
W (τ)∂τ ≤ E = const > 0, t ∈ [0, T ] (7)

где

U(t) =

∫
{

1

2
(u− f)2 +

1

2
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2
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∂x,
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Доказательство: Умножим первое уравнение системы (6) на γ(ψ− 1
v
), второе на γ(cγ−1),

третье на ϕγ(u− f), третье на γ(ϕ− 1
θ
), сложим и проинтегрируем по R:

∂
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=
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Оценим каждое Ik, используя интегрирование по частям, (4), (5), неравенства Юнга, Коши,
Гельдера, вложения.

I3 ≤ δ1

∫
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∫
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4
4

∫
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Заметим, что
|(vψ)1/2 − 1|

(vψ)1/2
√
vψ − ln vψ − 1

≤ C8,∀(x, t) ∈ Π.

Тогда
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Остальные интегралы оцениваются аналогично [5]. Здесь δi > 0(i = 1, 4) - произвольные

положительные числа,
4
∑

i=1
δi <

1
2 . Так как в (5) 0 < η < 1 - произвольное число, выбираем

его так, чтобы выполнялись неравенства η < 1
4C

δ1C
4

4

, η < 1
4C

δ4C
4

4

. Интегрируя по времени

полученное из (8) неравенство и применяя лемму Гронуолла, переходя к исходным переменным,
выводим оценку (7). Лемма доказана.

3. Вспомогательное соотношение между искомыми функциями. Следуя [2, 3],
разобьем числовую ось R и соответственно полосу Π на конечные отрезки и прямоугольники:

R =

∞
⋃

N=−∞

ΩN ,Π =

∞
⋃

N=−∞

QN ,
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ΩN = x | N < x < N = 1, QN = ΩN × (0, T ), N = 0,±1,±2, ...

Возьмем произвольным образом один из таких прямоугольников. Так как в (7) функции
(vψ − ln vψ − 1), (ϕθ − lnϕϕ− 1) неотрицательны при v > 0, θ > 0, то

UN (t) +

∫ t

0
WN (τ)∂τ ≤ E (9)

где интегралы в определении UN и WN берутся по ΩN .

Отсюда, согласно [2], существуют положительные постоянные n(E), M(E), не зависящие
от N , такие что

n(E)

C1
≤

∫ N+1

N

v(x, t)∂x ≤M(E)C1,
n(E)

C4
≤

∫ N+1

N

θ(x, t)∂x ≤M(E)C4,∀t ∈ [0, T ]. (10)

Из первого и третьего уравнений системы (1) выводится одно вспомогательное соотношение
между искомыми функциями в каждом из прямоугольников QN .

v(x, t) = I−1
(t)B−1

(x, t)[v0(x) +

∫ t

0
θ(x, τ)I(τ)B(x, τ)∂τ ], (11)

где

I(t) = IN (t) =
v0(a(t))

v(a(t), t)
exp{

∫ t

0
θ(a(t), τ)∂τ},

B(x, t) = BN (x, t) = exp

∫ x

a(t)
(u0(ξ)− u(ξ, t))∂ξ.

Справедливы оценки:

0 < K−1
1 ≤ B(x, t) ≤ K1, 0 < K−1

2 ≤ I(t) ≤ K2,∀x ∈ ΩN ,∀t ∈ [0, T ] (12)

Доказательство следует из оценок (7) и представления (11).

4.Оценки для плотности (удельного объема) и температуры. Пусть h(x, t) - непре-
рывная функция. Введем обозначения:

Mh(t) = max
|x|<∞

h(x, t),mh(t) = min
|x|<∞

h(x, t).

ЛЕММА 2. При выполнении условий теоремы справедливы оценки

mv(t) ≤ N4,mθ(t) ≤ N5,∀t ∈ [0, T ].

Доказательство. Строгая положительность удельного объема следует из представления (11)
с учетом условий теоремы и (7), а температуры из уравнения теплопроводности системы (1).

ЛЕММА 3. При выполнении условий теоремы справедлива оценка

Mv(t) ≤ N6,∀t ∈ [0, T ].

Доказательство. Имеет место следующая оценка:

∫ t

0
Mθ(t)∂t ≤ K3,∀t ∈ [0, T ]. (13)
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Действительно, (13) следует из оценок (7), (9) и соотношения

max
ΩN

θ1/2 ≤ (M(E)C4)
1/2

+

∫ N+1

N

|
θx

θ1/2
|∂x ≤ C + (

∫ N+1

N

θ2x
vθ
∂x)1/2(

∫ N+1

N

v∂x)1/2.

Из (11) с учетом оценок (12), (13) и условий теоремы, получим ограниченность удельного
объема сверху.

5. Оценки для производных от искомых функций. Умножим второе уравнение сис-
темы (1) на ∂

∂x
(
1
v
)cx и проинтегрируем по R:

1

2

∂

∂t

∫

1

v
c2x∂x+

∫

(
1

v
cx)

2
x∂x =

1

2

∫

1

v2
c2xux∂x+

∫

cg(
1

v
cx)x∂x.

Используя интегрирование по частям, неравенства Юнга, Коши, вложения, (9), липшице-
вость функции g по (ϕθ)1/2, после некоторых преобразований выводим [8]:

∫

1

v
c2x∂x+

∫ t

0

∫

(
1

v
cx)

2
x∂x∂τ ≤ N7,∀t ∈ [0, T ]. (14)

Умножим четвертое уравнение системы (1) на (u− f) и проинтегрируем по R :

1

2

∂

∂t

∫

(u− f)2∂x+

∫

{
u2x
v

+
θ

v
f ′}∂x =

∫

1

v
uxf

′∂x+

∫

θ

v
ux∂x.

Оценивая правую часть по неравенству Коши, после интегрирования по t, с учетом (4), (7),
(9), (13) выводим:

∫ t

0
‖ux‖

2∂τ ≤ N8, ∀t ∈ [0, T ]. (15)

ЛЕММА 4. При выполнении условий теоремы имеют место оценки

max
0≤t≤T

‖vx(t)‖ ≤ N9 ∀t ∈ [0, T ].

Доказательство. Второе уравнение системы (1) ∂
∂t
(
∂lnvψ
∂x

) =
∂(u−f)
∂t

+
∂
∂x

(
θ
v
) умножим на

(lnvψ)x и проинтегрируем по R:

1

2

∂

∂t

∫

(lnvψ)2x∂x+

∫

θ

v
(lnvψ)2x∂x =

∂

∂t

∫

(u− f)
∂lnvψ

∂x
∂x+

∫

1

v
u2x∂x+

∫

1

v

∂θ

∂x

∂lnvψ

∂x
∂x−

∫

1

v

∂u

∂x
fx∂x+

∫

θ

v

∂lnvψ

∂x

ψx

ψ
∂x. (16)

Оценим интегралы в правой части (16), используя неравенства Гельдера, Юнга, Коши, нера-
венства вложения, полученные выше оценки. После некоторых преобразований и применения
к полученному из (16) неравенству леммы Гронуолла имеем оценку

max
0≤t≤T

‖(lnvψ)x‖
2 ≤ C12.

Отсюда и вытекает утверждение леммы. Умножим уравнения импульса и теплопроводности
системы (1) на uxx и ψ(ψθ − 1) соответственно и проинтегрируем по R :

1

2

∂

∂t
‖ux‖

2
+

∫

u2xx
v
∂x =

∫

(
vx

v2
ux +

θx

v
−
vx

v2
θ)uxx∂x,
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1

2

∂

∂t
‖ϕθ − 1‖2 +

∫

θθ2xϕ
2

v
∂x =

∫

(
θϕxθx

v
−

2ϕϕxθ
2θx

v
)∂x+ (17)

+

∫

(
θ3/2ϕxcx

v
−

2ϕϕxθ
5/2cx

v
+
θ3/2θxcxϕ

2

v
)∂x+

∫

(−
ϕθ

v
ux +

ϕ

v
u2x + cg)(ϕθ − 1)∂x.

Оценим интегралы в правой части первого равенства системы (17), используя известные
неравенства и результаты. Тогда из (17) имеем

∂

∂t
‖ux‖

2
+ ‖uxx‖

2 ≤ C13(‖ux‖
2
+ (Mθ + 1) + 1) + C14

∫

θθ2xφ
2

v
∂x, (18)

∂

∂t
‖ϕθ − 1‖2 + C15

∫

θθ2xϕ
2

v
∂x ≤ C16M{θ(‖ux‖

2
+ 1) + ‖ux‖

2
(‖ϕθ − 1‖2 + 1) + 1}.

Умножая первое уравнение (18) на γ = C15C
−1
14 и складывая со вторым, находим

∂

∂t
(‖ϕθ − 1‖2 + γ|ux‖

2
) + γ‖uxx‖

2 ≤ C17{Mθ(‖ux‖
2
+ 1) + ‖ux‖

2
(‖ϕθ − 1‖2 + 1) + 1}.

С учетом полученных ранее оценок, после применения леммы Гронуолла, заключаем

max
0≤t≤T

(‖ϕθ − 1‖2 + ‖ux(t)‖
2
) +

∫ T

0
‖uxx(t)‖

2∂t ≤ N10 (19)

Из второго неравенства (18) и (19) вытекает оценка:

∫ T

0
‖θx(t)‖

2∂t ≤ N11

Рассуждая аналогично, можно получить все оценки, необходимые для доказательства су-
ществования обобщенного решения. Единственность доказывается составлением однородного
уравнения относительно разности двух совместных решений аналогично [3, 5].

Теорема полностью доказана.
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