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Аннотация

В работе излагается метод построения периодического решения линейных дифференциальных
уравнений с помощью функций Коши, Грина и граничных функций.

Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное уравнение высшего порядка

(n)
x + p1(t)

(n−1)
x + ...+ pn(t)x = q(t), n ≥ 2, (1)

где pj(t), j = 1, n, q(t) – непрерывные на R ω-периодические функции, ω > 0. Соответ-
ствующее линейное неоднородное уравнение запишется в виде:

(n)
y + p1(t)

(n−1)
y + ...+ pn(t)y = 0. (2)

Если разрешить (1) и (2) относительно старшей производной, то правые части полу-
ченных уравнений будут ω-периодическими по переменной t.

Ищем решение уравнения на отрезке [0; ω], длиной равной одному периоду. Поставим
для уравнения (1) периодические краевые условия:

Hjx :=
(j−1)
x (0)−

(j−1)
x (ω). (3)

Пусть y1(t), y2(t), ..., yn(t) – фундаментальная система решений уравнения (2). Пред-
положим, что

∆(0; w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
H1y1 H1y2 ... H1yn
H2y1 H2y2 ... H2yn
...... ...... ... ......
Hny1 Hny2 ... Hnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (4)

Тогда однородная краевая задача (2), (3) имеет лишь нулевое решение, т.е. однородное
уравнение (2) не имеет нетривиального ω-периодического решения.

Определение 1. ФункциюK(t, s) от двух переменных называют функцией Коши [1],
если она как функция от t является решением уравнения (2) с начальными условиями
при t = s:

K(s, s) = K̇(s, s) = ... =
(n−2)

K (s, s) = 0,
(n−1)

K (s, s) = 1. (5)

При непрерывности pj(t) и q(t) функция Коши существует, единственна и выражается
формулой [2]:
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K(t, s) =
W (t, s)

W (s)
,

где W (t) 6= 0, ∀t ∈ [0; w] – вронскиан фундаментальной системы решений уравнения
(2), а W (t, s) – определитель, получаемый из вронскиана W (s) с помощью замены n-ой
строки на фундаментальную систему решений:

W (t, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(s) y2(s) ... yn(s)
...... ...... ... ......

(n−2)
y 1(s)

(n−2)
y 2(s) ...

(n−2)
y n(s)

y1(t) y2(t) ... yn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Определение 2. Функции ϕk(t) называются граничными функциями [1] краевой

задачи (1), (3), если они удовлетворяют однородному уравнению (2) и краевым условиям:

Hjϕk :=
(j−1)
ϕk (0)−

(j−1)
ϕk (w) = δjk =

{
1, j = 1,
0, j 6= k.

(6)

Легко доказать [2], что при выполнении условия (4) граничные функции на отрезке
[0;ω] существуют, единственны и выражаются формулами:

ϕj(t) =
∆j(t, 0;ω)

∆(0;ω)
, j = 1, n,

где ∆j(t, 0;ω) – определитель, получаемый из определителя ∆(0;ω) с помощью замены
j-ой строки на фундаментальную систему решений уравнения (2).

Очевидно, что решения ϕ1(t), ϕ2(t), ..., ϕn(t) также образуют фундаментальную си-
стему решений уравнения (2). С помощью этой фундаментальной системы и функции
Коши общее решение уравнения (1) записывается в виде:

x(t) = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t) + ...+ Cnϕn(t) +

t∫
0

K(t, a)q(s)ds. (7)

Рассмотрим отдельно интегральный член в формуле (7):

ψ(t) =

t∫
0

K(t, s)q(s)ds.

Если учесть (5), то

(j)

ψ (t) =

t∫
0

(j)

Kt(t, s)q(s)ds, j = 0, n− 1.
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Следовательно,

(j)

ψ (0) = 0,
(j)

ψ (ω) =

ω∫
0

(j)

K(ω, s)q(s)ds, j = 0, n− 1.

Тогда, подставляя решение (7) в краевые условия (3) с учетом того, что граничные
функции удовлетворяют условиям (6), получим

Cj = −Hjψ = −
(j−1)

ψ (0) +
(j−1)

ψ (ω) =
(j−1)

ψ (ω) =

ω∫
0

(j−1)

K (ω, s)q(s)ds, j = 1, n.

Подставляя эти значения Cj, j = 1, n в формулу (7), получим

x(t) =
n∑

j=1

ϕj(t)

ω∫
0

(j−1)

Kt (ω, s)q(s)ds+

t∫
0

K(t, s)q(s)ds. (8)

Это есть единственное решение краевой задачи.
Определение 3. Функция двух переменных G(t, s) называется функцией Грина [3]

краевой задачи (1), (3), если она удовлетворяет следующим условиям:
10) G(t, s) непрерывна на отрезке [0;ω] вместе со своими производными по t до (n−2)-

го порядка включительно, а производная по t (n− 1)-го порядка непрерывна [0;ω] при
t 6= s и при t = s имеет разрыв вида:

(n−1)

Gt (s+ 0; s)−
(n−1)

Gt (s− 0; s) = 1;

20) G(t, s) удовлетворяет по t однородному уравнению (2) при t 6= s и однородным
краевым условиям:

HjG(t, s) :=
(j−1)

Gt (0, s)−
(j−1)

Gt (w, s) = 0, j = 1, n.

Представим теперь интегралы с постоянными пределами в (8) в виде:

ω∫
0

(j−1)

K (ω, s)q(s)ds =

t∫
0

(j−1)

K (ω, s)q(s)ds+

ω∫
t

(j−1)

K (ω, s)q(s)ds0.

Введем функцию

G (t, s) =


φ1 (t)K (ω, s) + φ2 (t) K̇t (ω, s) + ...+ φn (t)

(n−1)

K t (ω, s) , 0 ≤ t < s ≤ ω;

φ1 (t)K (ω, s) + ...+ φn (t)
(n−1)

K t (ω, s) +K (t, s) , 0 ≤ s < t ≤ ω.
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Она является функцией Грина, так как удовлетворяют условиям определения 3, что
проверяется легко. Она единственна, с ее помощью единственное решение задачи (1),
(3) записывается так [2]:

x (t) =

ω∫
0

G(t, s)q(s)ds. (9)

Периодичность этого решения следует из следующих свойств решений уравнений
(1)и (2): если какая-то функция x (t) является решением уравнения (1), то функция
x (t+ ω), в силу ω-периодичности коэффициентов и свободного члена, также является
его решением. А разность двух решений линейного неоднородного уравнения (1) являет-
ся решением соответствующего линейного однородного уравнения (2). При выполнении
условия (4), что предполагается, единственным решением уравнения является нулевое
решение, т.е.

y0 (t) := x (t+ ω)− x (t) = 0, ∀t ∈ [0;ω].

Следовательно, (9) является единственным ω-периодическим решением линейного
уравнения на [0;ω]. Распространяя метод построения и для любого отрезка периодич-
ности [(k − 1)ω, kω] k ∈ Z функций pj (t) , j = 1, n, q (t) и объединяя отрезки получим
ω-периодическое решение, определенное на [0;ω].

Указанный метод построения периодического решения можно применить и для не-
однородной периодической дифференциальной периодической системы [4].
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