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Аннотация

В данной работе рассмотрен объемный тепловой потенциал для полипараболического

уравнения. И получены граничные условия объемного теплового потенцияла для полипа-

раболического уравнения в цилиндрической области с достаточно гладкой границей.

В цилиндрической области (x, t) ∈ Ω × (0, T ), где Ω ⊂ Rn- односвязная и ограниченная
область с достаточно гладкой границей ∂Ω, рассмотрим объемный тепловой потенциал

u(x, t) =

∫ t

0

∫

Ω
εm,n(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ (1)

где εm,n(x, t) =
θ(t)tm−1

(2
√
πt)n

exp(− |x|2

4t )- фундаментальное решение задачи Коши для полипараболи-

ческого уравнения [1], т.е.

♦m
x,tεm,n(x− ξ, t− τ) = (

∂

∂t
−∆x)

mεm,n(x− ξ, t− τ)

= (
∂

∂t
−∆x)

m−1εm−1,n(x− ξ, t− τ) = δ(x− ξ, t− τ),

(♦+
ξ,τ )

mεm,n(x− ξ, t− τ) = (−
∂

∂τ
−∆ξ)

mεm,n(x− ξ, t− τ)

= (−
∂

∂τ
−∆ξ)

m−1εm−1,n(x− ξ, t− τ) = δ(x− ξ, t− τ).

(2)

Известно что [2], если функция f(x, t) ∈ C
α,α

2

x,t , то u(x, t) ∈ C
2m+α,m+α

2

x,t , где 0 < α < 1 и

♦mu(x, t) = f(x, t), (3)

∂iu(x, t)

∂ti
|t=0= 0, i = 0,m− 1. (4)

Не сложно показать что (4) и следующие условия эквивалентны.

♦iv(x, t) |t=0= 0, i = 0,m− 1.

Отметим, что граничные условия объемного потенциала приведены в работе [3].
Ниже находим боковые граничные условия, определяемые объемным тепловым потенциалом

(1).

Теорема. Для любой f(x, t) ∈ C
α,α

2

x,t объемный тепловой потенциал (1) удовлетворяет
граничным условиям

Qk(u) =
♦ku(x, t)

2
+

m−k−1
∑

i=0

[

∫ t

0

∫

∂Ω

∂(♦+
ξ,τ )

i+kεm,n(x− ξ, t− τ)

∂nξ

♦m−i−1u(ξ, τ)dSξdτ

−

∫ t

0

∫

∂Ω

∂♦m−i−1u(ξ, τ)

∂nξ

(♦+
ξ,τ )

i+kεm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ ] = 0, (5)
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∀(x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), k = 0,m− 1.

где ∂
∂n

ξ

- производная по внутренней нормали боковой границы.

Если функция u(x, t) ∈ C
2m+α,m+α

2

x,t удовлетворяет уравнению (3) и начальным условиям
(4), а также боковомым граничным условиям (5) , то функция u(x, t) однозначно определяет
объемный тепловой потенциал (1).

Доказательство. Предполагая, что u(x, t) ∈ C
2m+α,m+α

2

x,t с учетом свойств фундаменталь-
ного решения [1], начального условия (4) и непосредственными вычислениями для любого
(x, t) ∈ Ω× (0, T ) имеем

u(x, t) =
∫ t

0

∫

Ω εm,n(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ =
∫ t

0

∫

Ω εm,n(x− ξ, t− τ)♦(♦m−1u(ξ, τ))dξdτ =

=
∫

Ω εm,n(x− ξ, t− τ)♦m−1u(ξ, τ) |t0 dξ

−
∫ t

0

∫

Ω
∂εm,n(x−ξ,t−τ)

∂τ
♦m−1u(ξ, τ)dξdτ −

∫ t

0

∫

Ω εm,n(x− ξ, t− τ)∆ξ(♦
m−1u(ξ, τ))dξdτ

=
∫ t

0

∫

Ω♦+
ξ,τεm,n(x− ξ, t− τ)♦m−1u(ξ, τ)dξdτ +

∫ t

0

∫

∂Ω
∂εm,n(x−ξ,t−τ)

∂n
ξ

♦m−1u(ξ, τ)dSξdτ

−
∫ t

0

∫

∂Ω
∂♦m−1u(ξ,τ)

∂n
ξ

εm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ = ...

=
∫ t

0

∫

Ω(♦
+
ξ,τ )

mεm,n(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ)dξdτ

+
∑m−1

i=0 [
∫ t

0

∫

∂Ω

∂(♦+

ξ,τ
)iεm,n(x−ξ,t−τ)

∂n
ξ

♦m−i−1u(ξ, τ)dSξdτ

−
∫ t

0

∫

∂Ω
∂♦m−i−1u(ξ,τ)

∂n
ξ

(♦+
ξ,τ )

iεm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ ]

= u(x, t) +
∑m−1

i=0 [
∫ t

0

∫

∂Ω

∂(♦+

ξ,τ
)iεm,n(x−ξ,t−τ)

∂n
ξ

♦m−i−1u(ξ, τ)dSξdτ

−
∫ t

0

∫

∂Ω
∂♦m−i−1u(ξ,τ)

∂n
ξ

(♦+
ξ,τ )

iεm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ ].

Отсюда следует

m−1
∑

i=0
[
∫ t

0

∫

∂Ω

∂(♦+
ξ,τ )

iεm,n(x− ξ, t− τ)

∂nξ

♦m−i−1u(ξ, τ)dSξdτ

−
∫ t

0

∫

∂Ω

∂♦m−i−1u(ξ, τ)

∂nξ

(♦+
ξ,τ )

iεm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ ] = 0, ∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ).

(6)

С учетом свойств потенциала [4,5] двойного и простого слоя из (6), при (x, t) → ∂Ω× (0, T )

находим, что

u(x, t)

2
+

m−1
∑

i=0
[
∫ t

0

∫

∂Ω

∂(♦+
ξ,τ )

iεm,n(x− ξ, t− τ)

∂nξ

♦m−i−1u(ξ, τ)dSξdτ

−
∫ t

0

∫

∂Ω

∂♦m−i−1u(ξ, τ)

∂nξ

(♦+
ξ,τ )

iεm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ ] = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ).

(7)
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А для нахождения k-того бокового граничного условия мы обозначим через v(x, t) = ♦ku(x, t),
k = 0,m− 1, и проведя аналогичные действия относительно v(x, t) получим следующие боковые
граничные условия

Qk(u) =
♦ku(x, t)

2
+

m−k−1
∑

i=0
[

t
∫

0

∫

∂Ω

∂(♦+
ξ,τ )

i+kεm,n(x− ξ, t− τ)

∂nξ

♦m−i−1u(ξ, τ)dSξdτ

−
∫ t

0

∫

∂Ω

∂♦m−i−1u(ξ, τ)

∂nξ

(♦+
ξ,τ )

i+kεm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ ] = 0,

∀(x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ), k = 0,m− 1.

(8)

Тем самым объемный тепловой потенциал (1) удовлетворяет боковым граничным условиям
(5).

Обратно, если решение уравнения ♦mu(x, t) = f(x, t), где u(x, t) ∈ C
2m+α,m+α

2

x,t удовлетворяет
начальным условиям (4) и боковым граничным условиям (5), то оно однозначно задается
формулой (1), т.е. порождает объемный тепловой потенциал (1).

Действительно, если u1 удовлетворяют уравнению (3), начальным условиям (4) и боковым
граничным условиям (5), то u1 ≡ u, где u объемный тепловой потенциал (1). Если не так, то
функция v = u− u1 удовлетворяет уравнению

♦mv(x, t) = 0, (9)

♦kv(x, t) |t=0= 0, k = 0,m− 1. (10)

и однородным условиям

Qk(v) = 0,∀(x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ), k = 0,m− 1. (11)

Обозначим через

Mk
v (x, t) =

m−k−1
∑

i=0
[

t
∫

0

∫

∂Ω

∂(♦+
ξ,τ )

i+kεm,n(x− ξ, t− τ)

∂nξ

♦m−i−1u(ξ, τ)dSξdτ

−
t
∫

0

∫

∂Ω

∂♦m−i−1u(ξ, τ)

∂nξ

(♦+
ξ,τ )

i+kεm,n(x− ξ, t− τ)dSξdτ ] = 0

∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ), k = 0,m− 1.

(12)

С другой стороны, используя (10) мы получаем следующее:

0 =
∫ t

0

∫

Ω εm,n(x− ξ, t− τ)♦m−k
(♦kv(ξ, τ))dξdτ = ♦kv(x, t) +Mk

v (x, t),
∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ), k = 0,m− 1.

Переходя к пределу (x, t) → ∂Ω× (0, T ), получим следующее

♦kv(x, t) |∂Ω×(0,T )= −Mk
v (x, t) |∂Ω×(0,T )= Qk(v) = 0, k = 0,m− 1.

То есть задача (9)-(11) эквивалентна к задаче

♦mv(x, t) = 0, (13)

♦kv(x, t) |t=0= 0, k = 0,m− 1, (14)

♦kv(x, t) |∂Ω×(0,T )= 0, k = 0,m− 1. (15)

Смешанную задачу (13)-(15) разделим на следующие k-задачи
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♦(♦m−kv(x, t)) = 0, (16)

♦m−kv(x, t) |t=0= 0, (17)

♦i
(♦m−kv(x, t)) |t=0= 0, (18)

♦m−kv(x, t) |∂Ω×(0,T )= 0, (19)

♦i
(♦m−kv(x, t)) |∂Ω×(0,T )= 0, (20)

где k = 1,m.
Из задачи (16)-(20), согласно принципу максимума [1], для k = 1 получим что ♦m−1v(x, t) ≡

0,∀(x, t) ∈ Ω̄×(0, T ), и применив это ко второй задаче, т.е. для k = 2 получим что ♦m−2v(x, t) ≡
0,∀(x, t) ∈ Ω̄× (0, T ), и продолжая аналогичные рассуждения придем к

♦m−kv(x, t) = 0,∀(x, t) ∈ Ω̄× (0, T ), k = 1,m, (21)

т. е. получим v = u− u1 и u1 = u.
Таким образам, боковые граничные условия (5) и начальные условия (4) для уравнения

теплопроводности (3) порождает объемный тепловой потенциал однозначно. Теорема доказана.
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