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Аннотация

В настоящей работе исследуются свойства некоторых интегро-дифференциальных опе-

раторов в классе гармонических функций. В качестве применения этих операторов рассма-

триваются операторные краевые задачи в единичном шаре.

1.Введение. Для постановки и исследования краевых задач нам нужно ввести понятие
операторов дробного дифференцирования.

Пусть Ω = {x ∈ Rn
: |x| < 1} - единичный шар,n ≥ 2, ∂Ω - сфера. Пусть далее, функция

u(x) - гармоническая в шаре Ω, m - натуральное число, r = |x|, θ =
x
|x|

, 0 < α < 1. Рассмотрим
операторы

Dα
[f ](t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t
∫

0

f(s)

(t− s)α
ds,Dα

∗ [f ](t) =
1

Γ(1− α)

t
∫

0

f
′

(s)

(t− s)α
ds

где Γ(α) - гамма функция Эйлера. Оператор Dα - называется оператором дифференци-рования
порядка α в смысле Римана-Лиувилля, а оператор Dα

∗ - оператором дифферен-цирования
порядка α в смысле Капуто (см. [1]). Введем обозначения

B[u](x) = Bα1 [u](x) = rα1Dα1 [u](x), B∗[u](x) = Bα1

∗ [u](x) = rα1Dα1

∗ [u](x),

Bm
[u](x) = Bα1 [Bα2 ...Bαm [u](x)] = Bαm [Bαm−1...Bα1 [u](x)],

Bm
∗ [u](x) = Bα1

∗ [Bα2

∗ ...Bαm

∗ [u](x)] = Bαm

∗ [Bαm−1
∗ ...Bα1

∗ [u](x)],

2.Свойства операторов Bm и Bm
∗ .

Лемма 1 Пусть 0 < α < 1 и Hk(x) - однородный гармонический полином степени k, k =

0, 1, .... Тогда справедливы равенства

B[Hk](x) =
Γ(k + 1)

Γ(k + 1− α)
Hk(x), B∗[Hk](x) =











0, если k = 0

Γ(k+1)
Γ(k+1−α)Hk(x) если k ≥ 1

Доказательство:В соответствии с определением оператора B[u] = Bα
[u](x) запишем

B[Hk](x) =
rα

Γ(1− α)

d

dr

r
∫

0

(r − τ)−αHk(τθ)dτ =
rα

Γ(1− α)

d

dr

r
∫

0

(r − τ)−ατkHk(θ)dτ =

=
Hk(θ)r

α

Γ(1− α)

d

dr

r
∫

0

(r − τ)−ατkdτ =
Γ(k + 1)

Γ(k + 1− α)
Hk(x)
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Далее, очевидно, что B∗[t
0
] = B∗[1] = 0.

Пусть k > 1. Тогда по определению оператора B∗[u](x) ≡ Bα
∗ [u](x), аналогично предыдущим

равенствам запишем

B∗[Hk](x) =
rα

Γ(1− α)

r
∫

0

(r − τ)−α d

dτ
Hk(τθ)dτ =

Γ(k + 1)

Γ(k + 1− α)
Hk(x)

Лемма 1 доказано.

Следствие 1 Пусть α = (α1, α2, ..., αm), 0 < α < 1 и Hk(x) - однородный гармони-ческий

полином степени k, k = 1, 2, ... Тогда справедливы равенства

Bm
[Hk](x) = γk,mHk(x), (1)

Bm
∗ [Hk](x) =







0, если k = 0

γk,mHk(x) если k ≥ 1

(2)

где обозначено

γk,mHk(x) =
Γ
m
(k + 1)

Γ(k + 1− α1)Γ(k + 1− α2)...Γ(k + 1− αm)
Hk(x)

Следствие доказывается последовательным применением леммы 1.

Теорема 1 Если u(x) гармоническая в шаре Ω функция, то функции Bm
[u](x) и Bm

∗ [u](x)

также являются гармоническими в шаре Ω.

Доказательство: Пусть u(x) - гармоническая функция в шаре Ω. Тогда известно (см. [2]), что
функция u(x) представляется в виде

u(x) =

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

u
(i)
k H

(i)
k (x) (3)

где -
{

H
(i)
k (x), i = 1, . . . , hk

}

- полная система однородных гармонических полиномов, а u
(i)
k

- коэфиценты разложения (3). Известно, что hk = (1 + 2k/(n − 2))Cn−3
k+n−3 ∼ 2kn−2/(n − 2)!,

k → ∞. Более того, ряд (3) сходится абсолютно и равномерно по x при |x| 6 ρ < 1 и значит

∀ρ < 1, ∃Cρ, ∀x, |x| ≤ ρ, |u
(i)
k H

(i)
k (x)| ≤ Cρ. Применяя формально оператор Bm к ряду (3)

учитывая равенство (1) получаем

Bm
[u](x) =

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

γk,mu
(i)
k H

(i)
k (x) (4)

В силу асимптотической оценки [3, с. 366] Γ(k+1)
Γ(k+1−α)∼kαпри k → ∞, 0 < αj < 1, j = 1, . . . ,m

получаем γk,m ∼ kα1+···+αm когда k → ∞ и значит lim
x→∞

k

√
γk,m = 1. Поэтому, при |x| ≤ rρ и

r < 1
∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

γk,m|u
(i)
k H

(i)
k (x)| ≤Cρ

∞
∑

k=0

γk,mhkr
k < ∞
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и значит ряд (4) сходится абсолютно и равномерно по x при |x| ≤ rρ < 1 и его сумма
представляет собой гармоническую функцию. В силу произвольности ρ < 1 функция Bm

[u](x)

определена во всем шаре Ω.Аналогично доказывается гармоничность функции Bm
∗ [u](x).

Лемма 2 Пусть функция u(x) - гармоническая в шаре Ω. Тогда для любого x ∈ Ω справедливо

равенство

Bm
∗ [u](x) = Bm

[u](x)−
u(0)

Γ(1− α1) · · ·Γ(1− αm)
(5)

Доказательство: Представим гармоническую функцию u(x) в виде ряда (3). Тогда используя
равенства (1) и (2) из следствия 1 и теорему 1 запишем

Bm
[u](x) =

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

γk,mu
(i)
k H

(i)
k (x), Bm

∗ [u](x) =

∞
∑

k=1

h
k

∑

i=1

γk,mu
(i)
k H

(i)
k (x)

Сравнивая эти ряды и учитывая, что h0 = 1 и u
(i)
0 H

(i)
0 (x) = u(0) получим

Bm
∗ [u](x) =

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

γk,mu
(i)
k H

(i)
k (x)−

h0
∑

i=1

γ0,mu
(i)
0 H

(i)
0 (x) = Bm

[u](x) − γ0,mu(0)

Поскольку γ0,m = 1/(Γ(1 − α1) · · ·Γ(1− αm)), то лемма доказана.
Используя однородность гармонических полиномов Hk(x), легко доказывается следующее

утверждение

Лемма 3 Пусть Hk(x) - однородный гармонический полином степени k при k = 0, 1, ..., α =

(α1, . . . , αm), 0 < αj < 1. Тогда справедливо равенство

1

γk,m
Hk(x) =

1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αHk(sx)dsm (6)

где - (1 − s)α−1
= (1 − s1)

α1−1 · · · (1 − sm)
αm−1, s−α

= s−α1

1 · · · s−αm

m , sx = (s1 · · · smx1, . . .,

s1 · · · smxn).

Теорема 2 Пусть функция u(x) - гармоническая в Ω, α = (α1, . . . , αm), 0 < αj < 1. Тогда, в

обозначениях леммы 3, для любого x ∈ Ω справедливо равенство

u(x) =
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αBm
[u](sx)dsm (7)

Доказательство: Представим гармоническую в шаре Ω функцию u(x) в виде ряда

u(x) =

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

u
(i)
k H

(i)
k (x) =

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

1

γk,m
γk,mu

(i)
k H

(i)
k (x) (8)

Далее, учитывая равенства (1), (6) и равномерную сходимость ряда (8) по x при |x| ≤ ρ < 1

его можно привести к виду

u(x) =

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

γk,mu
(i)
k

1

γk,m
H

(i)
k (x)=
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=

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

u
(i)
k

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αBm
[H

(i)
k ](sx)dsm =

=
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αBm

[

∞
∑

k=0

h
k

∑

i=1

u
(i)
k H

(i)
k

]

(sx)dsm =

=
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αBm
[u](sx)dsm

Теорема доказана.
Используя связь между операторами Bm и Bm

∗ , следующую из равенств (1) и (2) можно
установить следующее утверждение.

Теорема 3 Если функция u(x)- гармоническая в шаре Ω, α = (α1, . . . , αm), 0 < αj < 1, то для

любого x ∈ Ω справедливо равенство

u(x) = u(0) +
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αBm
∗ [u](sx)dsm (9)

Теорема 2, а точнее равенство (7) позволяет определить следующий оператор

B−m
[u](x) =

1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αu(sx)dsm (10)

где - α = (α1, . . . , αm), 0 < αj < 1, (1−s)α−1
= (1−s1)

α1−1 · · · (1−sm)
αm−1, s−α

= s−α1

1 · · · s−αm

m ,
sx = (s1 · · · smx1, . . . , s1 · · · smxn).

Теорема 4 Если функция u(x) - гармоническая в шаре Ω, тогда функция B−m
[u](x) также

является гармонической в шаре Ω.

Доказательство: Непосредственным подсчетом находим, что в шаре Ω верно равенс-тво

∆
(

B−m
[u](x)

)

=
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s2−α
∆u(sx)dsm = 0, x ∈ Ω

Следовательно, функция B−m
[u](x) - гармоническая в шаре Ω. Теорема доказана.

Основное свойство оператора B−m
[u](x) сформулировано в следующем утверждении.

Теорема 5 Если функция u(x) - гармоническая в шаре Ω, то справедливы равенства

B−m
[Bm

[u]] (x) = u(x) , Bm
[B−m

[u]] (x) = u(x)

Доказательство: Докажем первое равенство теоремы.
Применим к функции Bm

[u](x) оператор B−m. По определению оператора B−m
[u](x) (10)

и в соответствии с теоремой 2 будем иметь

B−m
[Bm

[u]] (x) =
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αBm
[u] (sx)dsm=u(x)
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Для доказательства второго равенства теоремы применим оператор B = Bα1 [u](x) = rα1 ·
·Dα1 [u](x) к функции B−m

[u](x). Будем иметь

B
[

B−m
[u]

]

(x) =
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)
B





1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αu(sx)dsm



 =

=
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−α rα1

Γ(1− α1)

d

dr

r
∫

0

(r − τ)−α1u(sτθ)dτdsm.

Далее, нетрудно убедится в следующих равенствах

rα1

Γ(1− α1)

d

dr

r
∫

0

(r − τ)−α1u(sτθ)dτ =
sτ=t

rα1

Γ(1− α1)

d

dr

rs
∫

0

(r − t/s)−α1u(tθ)
dτ

s
=

=
rα1sα1−1

Γ(1− α1)

d

dr

sr
∫

0

(sr − t)−α1u(tθ) dt =
(sr)α1

Γ(1− α1)

d

d(sr)

sr
∫

0

(sr − t)−α1u(tθ) dt = B[u](sx)

где учтено, что θ =
x
|x|

=
sx
|sx|

. Поэтому будем иметь

B
[

B−m
[u]

]

(x) =
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αB [u] (sx)dsm

Следовательно, вспоминая определение оператора Bm
[u](x) = Bαm [· · ·Bα1 [u]](x), можно запи-

сать

Bm
[

B−m
[u]

]

(x) =
1

Γ(α1) · · ·Γ(αm)

1
∫

0

ds1

1
∫

0

ds2 · · ·

1
∫

0

(1− s)α−1s−αBm
[u] (sx)dsm=u(x)

Второе равенство теоремы доказано.

Таким образом, из утверждения теоремы 5 следует, что операторы Bm и B−m являются
взаимно обратными на гармонических в шаре Ω функциях.

3. Постановка и решение краевых задач.

Теперь перейдем к постановке и решению некоторых краевых задач, включающих значения
операторов Bm и Bm

∗ на границе.

Задача 1 Найти гармоническую в шаре Ω функцию u(x), для которой функция Bm
[u](x)

непрерывна в Ω и удовлетворяет на сфере ∂Ω равенству

Bm
[u(x)] = f(x), x ∈ ∂Ω

Задача 2 Найти функцию u(x) гармонической в шаре Ω, для которой функция Bm
∗ [u](x)

непрерывна в Ω и удовлетворяет на сфере ∂Ω равенству

Bm
∗ [u(x)] = f(x), x ∈ ∂Ω .
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Заметим, что аналогичные задачи рассматривались для операторов целого порядка в работах
[4,5], а для операторов дробного порядка при m=1 в работах [6-8].

Пусть v(x) - классическое решение задачи Дирихле в шаре

{

∆v(x) = 0, x ∈ Ω

v(x) = f(x), x ∈ ∂Ω
(11)

Справедливы следующие основные утверждения.

Лемма 4 . Пусть 0 < λ, 0 < γ < 1, λ и λ + γ - нецелые, f(x) ∈ Cλ
(∂Ω). Тогда, если v(x)

-решение задачи Дирихле, то функция

w(x) =

1
∫

0

(1− τ)γ−1τ−γv(τx)dτ

принадлежит классу Cλ+γ
(Ω).

Доказательство: Пусть v(x) - решение задачи Дирихле (11). Известно (см. [9]), что если
f(x) ∈ Cλ

(∂Ω), то v(x) ∈ Cλ
(Ω) и для любого мультииндекса κ с |κ| = κ1 + κ2 + ... + κn > λ

справедлива оценка
|Dκ

[v](x)| ≤ C(1− |x|)λ−|κ|
(12)

И наоборот. Если v(x) ∈ C2
(Ω) ∩C(Ω) и для Dκ

[v](x) справедливо оценка (12), то v(x) ∈ Cλ
(Ω).

Так как v(x) гармоническая, то таковым является и функция w(x). Оценим Dκ
[w](x), где

|κ| > λ+ γ.
В силу оценки (12) получим

|Dκ
[w](x)| ≤

1
∫

0

(1− τ)γ−1τ−γ |Dκ
[w](x)|τ |κ|dτ ≤ C

1
∫

0

(1− τ)γ−1τ |κ|−γ
(1− τ |x|)λ−|κ|dτ

Последний интеграл разделим на две части

1
∫

0

=

|x|
∫

0

+

1
∫

|x|

= I1 + I2

Оценим интеграл I1. Рассмотрим два случая. а) Пусть 1/2 ≤ |x| ≤ 1. Тогда

I1 =

|x|
∫

0

(1− τ)γ−1τ |κ|−γ
(1− τ |x|)λ−|κ|dτ

Так как для любого τ ∈ [0, |x|] справедливо неравенство 1− τ |x| ≥ 1− τ и |κ| > γ, то τ |κ|−γ ≤ 1

и

I1 ≤ C

|x|
∫

0

(1− τ)γ−1+λ−|κ|dτ ≤ C(1− |x|)γ+λ−|κ|

б) Пусть |x| ≤ 1. В этом случае 1− τ |x| ≥ 1− |x|2 ≥ 1− 1/4 = 3/4. Следовательно, I1 ≤ C. Т.е.
I1 - ограничено.
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Оценим интеграл I2.

I1 =

1
∫

|x|

(1− τ)γ−1τ |κ|−γ
(1− τ |x|)λ−|κ|dτ

В этом случае для τ справедливо |x| ≤ τ ≤ 1. Следовательно, 1 − τ |x| ≥ 1 − |x|. Тогда (1 −
τ |x|)λ−|κ| ≤ (1− |x|)λ−|κ| и τ |κ|−γ ≤ 1

1
∫

|x|

(1− τ)γ−1 ≤ (1− |x|)γ

Таким образом

I2 ≤ C(1− |x|)λ+γ−|κ|

Лемма доказана.

Лемма 5 . Пусть 0 < λ, γ = α1+α2+ ...+αm, λ и λ+γ - нецелые, f(x) ∈ Cλ
(∂Ω). Тогда, если

v(x) -решение задачи Дирихле, то функция w(x) = B−m
[v](x) принадлежит классу Cλ+γ

(Ω).

Лемма 5 доказывается последовательным применением леммы 4.

Теорема 6 . Если 0 < λ, γ = α1+α2+ ...+αm, λ и λ+γ - нецелые, f(x) ∈ Cλ
(∂Ω). То решение

задачи 1 существует, единственно и принадлежит классу Cλ+γ
(Ω).

Теорема 7 . Если 0 < λ, γ = α1 +α2 + ...+αm, λ и λ+ γ - нецелые, f(x) ∈ Cλ
(∂Ω). Тогда для

разрешимости задачи 2 необходимо и достаточно выполнения условия

∫

∂Ω

f(x)dsx = 0

Если решение задачи 2 существует, то оно единственно с точностью до постоянной и

принадлежит классу Cλ+γ
(Ω).

Доказательства теорем.

Решение задачи 1. Пусть u(x) - решение задачи 1. Тогда применяя оператор Bm к
функции u(x) и обозначив v(x) = Bm

[u](x), относительно v(x) получим задачу Дирихле (11).
Если f(x) ∈ Cλ

(∂Ω), то решение задачи Дирихле (11) существует и принадлежит классу Cλ
(Ω).

Тогда функция u(x) = B−m
[v](x) удовлетворяет всем условиям теоермы 6.

Решение задачи 2. Пусть u(x) - решение задачи 2. Тогда применяя оператор Bm
∗ к

функции u(x) и обозначив v(x) = Bm
∗ [u](x), относительно v(x) получим задачу Дирихле (11) c

условием v(0) = 0. Если u(x) - решение задачи Дирихле (11), то условие v(0) = 0 эквивалентно
условию

∫

∂Ω

f(x)dsx = 0. При выполнении этого условия функция u(x) = B−m
[v](x)+С удовле-

творяет всем условиям теоермы 7.
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