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Аннотация

В статье рассматриваются условия совместности Бельтрами – Митчелла для тензора на-
пряжений при термоупругой деформации тела, погруженного в трехмерное субпроективное
риманово пространство особого типа.

Обсуждается возможность их использования как условий существования полных инте-
гралов для дифференциальных уравнений Пфаффа особого вида.

В работе рассматривается изотропное тело, погруженное в трехмерное субпроективное ри-
маново пространство особого типа, метрика которого может быть приведена [1] к виду:

ds2 = 2dx1dx2 + eϕ(x1)dx
2
3, (1)

где ϕ – произвольная функция от x1, e = ±1. Тело подвергается бесконечно малой деформации

xi = xi + ui(x1, x2, x3)τ.

Здесь ui(x1, x2, x3) - компоненты вектора деформации, τ - бесконечно малый параметр.
Тензор

2γij = ∇iuj +∇jui,

символ ∇ обозначает ковариантное дифференцирование, бесконечно малой термоупругой де-
формации состоит из термической деформации γ(1)ij и упругой деформации γ(2)ij :

γij = γ
(1)
ij + γ

(2)
ij .

При термическом расширении изотропное тело деформируется таким образом, что компо-
ненты деформации γ(1)ij определяются выражением

γ
(1)
ij = αtgij ,

где t – обозначает отклонение температуры тела от состояния, когда деформация и напряжение
равны нулю, α – коэффициент линейного расширения тела, а gij - компоненты метрического
тензора (1) субпроективного риманова пространства особого типа.

Компоненты упругой деформации γ(2)ij определяются соотношением [3]

γ
(2)
ij =

1

E
{(1 + κ)Eij + κθgij} , (2)

где Eij - компоненты тензора напряжений, θ = gijEij , E - модуль Юнга и κ - коэффициент
Пуассона.
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Для определения компонент ui(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3 вектора деформации получаем систему
дифференциальных уравнений

∇iuj +∇jui =
2

E
{(1 + κ)Eij + κθgij}+ 2αtgij . (3)

При переходе к частным производным эта система приобретает вид:

∂1u1(x1, x2, x3) =
1

E
{(1 + κ)E11(x1, x2, x3)} ;

∂1u2(x1, x2, x3) + ∂2u1(x1, x2, x3) =
2

E
{(1 + κ)E12(x1, x2, x3) + κθ(x1, x2, x3)}+ 2αt;

∂1u3(x1, x2, x3) + ∂3u1(x1, x2, x3) +
ϕ′(x1)

ϕ(x1)
u3(x1, x2, x3) =

2

E
{(1 + κ)E13(x1, x2, x3)} ;

∂2u2(x1, x2, x3) =
1

E
{(1 + κ)E22(x1, x2, x3)} ;

∂2u3(x1, x2, x3) + ∂3u2(x1, x2, x3) =
2

E
{(1 + κ)E23(x1, x2, x3)} ;

∂3u3(x1, x2, x3) +
1

2
eϕ′(x1)u2(x1, x2, x3) =

=
1

E
{(1 + κ)E33(x1, x2, x3) + κθ(x1, x2, x3)eϕ(x1)}+ αteϕ(x1).

(4)

Условия совместности [2] системы (4)

∇s∇iγjk +∇j∇kγsi −∇s∇kγji −∇j∇iγsk −Rm
sji.γmk −Rm

sjk.γim = gpkDR
p
sji.

сводятся к шести ненулевым дифференциальным уравнениям второго порядка

(1 + κ) [∂11E22(x1, x2, x3) + ∂22E11(x1, x2, x3)− 2∂12E12(x1, x2, x3)]−2κ∂12θ(x1, x2, x3) = 0; (5)

1

E
{(1 + κ) [∂11E23(x1, x2, x3) + ∂23E11(x1, x2, x3)− ∂13E12(x1, x2, x3)−

−∂12E13(x1, x2, x3)]− κ∂13θ(x1, x2, x3)} − ∂12
{
ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
u3(x1, x2, x3)

}
= 0;

(6)

1

E
{(1 + κ) [∂11E33(x1, x2, x3) + ∂33E11(x1, x2, x3)− 2∂13E13(x1, x2, x3)] +

+κe∂11 [θ(x1, x2, x3)ϕ(x1)]} −
e

2
∂11 {ϕ′(x1)u2(x1, x2, x3)} − ∂13

{
ϕ′(x1)

ϕ(x1)
u3(x1, x2, x3)

}
+

+αteϕ′′(x1) = 0;

(7)

1

E
{(1 + κ) [∂12E23(x1, x2, x3) + ∂23E12(x1, x2, x3)− ∂13E22(x1, x2, x3)−

− ∂22E13(x1, x2, x3)] + κ∂23θ(x1, x2, x3)} −
ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
∂22u3(x1, x2, x3) = 0;

(8)
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1

E
{(1 + κ) [∂12E33(x1, x2, x3) + ∂33E12(x1, x2, x3)− ∂13E23(x1, x2, x3)−

−∂23E13(x1, x2, x3)] + κ [e∂12 (ϕ(x1)θ(x1, x2, x3)) + ∂33θ(x1, x2, x3)]}−

−e
2
∂12 {ϕ′(x1)u2(x1, x2, x3)} −

ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
∂23u3(x1, x2, x3) = 0;

(9)

1

E
{(1 + κ) [∂22E33(x1, x2, x3) + ∂33E22(x1, x2, x3)− 2∂23E23(x1, x2, x3)] +

+κeϕ(x1)∂22θ(x1, x2, x3)} −
eϕ′(x1)

2
∂22u2(x1, x2, x3) = 0.

(10)

Уравнения (5) - (10) являются аналогами уравнений Бельтрами - Митчелла [2] для термо-
упругой деформации тела, погруженного в трехмерное субпроективное риманово пространство
особого типа (1).

Уравнения (5), (7) и (8) можно интерпретировать как необходимые и достаточные условия
того, что дифференциальное уравнение

[
1 + κ

E
(∂1E12(x1, x2, x3)− ∂2E11(x1, x2, x3)) +

κ

E
∂1θ(x1, x2, x3)

]
dx1+

+

[
1 + κ

E
(∂1E22(x1, x2, x3)− ∂2E12(x1, x2, x3))−

κ

E
∂2θ(x1, x2, x3)

]
dx2+

+

[
1 + κ

E
(∂1E23(x1, x2, x3)− ∂2E13(x1, x2, x3))−

ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
∂2u3(x1, x2, x3)

]
dx3 = 0

(11)

имеет полный интеграл

ω1(x1, x2, x3) =
x1∫
0

[
1 + κ

E
(∂1E12(λ, x2, x3)− ∂2E11(λ, x2, x3)) +

κ

E
∂1θ(λ, x2, x3)

]
dλ+

+
x2∫
0

[
1 + κ

E
(∂1E22(0, µ, x3)− ∂2E12(0, µ, x3))−

κ

E
∂2θ(0, µ, x3)

]
dµ+

+
x3∫
0

[
1 + κ

E
(∂1E23(0, 0, ν)− ∂2E13(0, 0, ν))−

ϕ′(0)

2ϕ(0)
∂2u3(0, 0, ν)

]
dν + ω1(0, 0, 0),

(12)

где ω1(0, 0, 0) - некоторая константа. Причем

∂3ω1(x1, x2, x3) =
1 + κ

E
{∂1E23 − ∂2E13} (x1, x2, x3)−

ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
∂2u3(x1, x2, x3).

Уравнения (8), (9) и (10) можно интерпретировать как необходимые и достаточные условия



7 Вестник КазНУ, сер. мат., мех., инф. 2011, №2(69)

того, что дифференциальное уравнение

[
1 + κ

E
(∂2E13(x1, x2, x3)− ∂3E12(x1, x2, x3))−

κ

E
∂3θ(x1, x2, x3)+

+
ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
∂2u3(x1, x2, x3)

]
dx1 +

[
1 + κ

E
(∂2E23(x1, x2, x3)− ∂3E22(x1, x2, x3))

]
dx2+

+

[
1 + κ

E
(∂2E33(x1, x2, x3)− ∂3E23(x1, x2, x3)) +

eκ

E
ϕ(x1)∂2θ(x1, x2, x3)−

−eϕ
′(x1)

2
∂2u2(x1, x2, x3)

]
dx3 = 0

(13)

имеет полный интеграл

ω2(x1, x2, x3) =
x1∫
0

[
1 + κ

E
(∂2E13(λ, x2, x3)− ∂3E12(λ, x2, x3))−

κ

E
∂3θ(λ, x2, x3)+

+
ϕ′(λ)

2ϕ(λ)
∂2u3(λ, x2, x3)

]
dλ+

x2∫
0

[
1 + κ

E
(∂2E23(0, µ, x3)− ∂3E22(0, µ, x3))

]
dµ+

+
x3∫
0

[
1 + κ

E
(∂2E33(0, 0, ν)− ∂3E23(0, 0, ν)) +

eκ

E
ϕ(0)∂2θ(0, 0, ν)−

−eϕ
′(0)

2
∂2u2(0, 0, ν)

]
dν + ω2(0, 0, 0),

(14)

где ω2(0, 0, 0) - некоторая константа. Причем

∂1ω2(x1, x2, x3) =
1 + κ

E
{∂2E13 − ∂3E12} (x1, x2, x3)+

ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
∂2u3(x1, x2, x3)−

κ

E
∂3θ(x1, x2, x3).

Уравнения (6), (7) и (9) можно интерпретировать как необходимые и достаточные условия
того, что дифференциальное уравнение

[
1 + κ

E
(∂1E13(x1, x2, x3)− ∂3E11(x1, x2, x3)) + ∂1

{
ϕ′(x1)

2ϕ(x1)
u3(x1, x2, x3)

}]
dx1+

[
1 + κ

E
(∂1E23(x1, x2, x3)− ∂3E12(x1, x2, x3))−

κ

E
∂3θ(x1, x2, x3)

]
dx2+

+

[
1 + κ

E
(∂1E33(x1, x2, x3)− ∂3E13(x1, x2, x3)) +

eκ

E
∂1 {ϕ(x1)θ(x1, x2, x3)}−

−e
2
∂1 {ϕ′(x1)u2(x1, x2, x3)} − ∂3

(
ϕ′(x3)

2ϕ(x1)
u3(x1, x2, x3)

)]
dx3 = 0

(15)
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имеет полный интеграл

ω3(x1, x2, x3) =
x1∫
0

[
1 + κ

E
(∂1E13(λ, x2, x3)− ∂3E11(λ, x2, x3))+

+∂1

{
ϕ′(λ)

2ϕ(λ)
u3(λ, x2, x3)

}]
dλ+

x2∫
0

[
1 + κ

E
(∂1E23(0, µ, x3)− ∂3E12(0, µ, x3))−

− κ
E
∂3θ(0, µ, x3)

]
dµ+

x3∫
0

[
1 + κ

E
(∂1E33(0, 0, ν)− ∂3E13(0, 0, ν))+

+
eκ

E
∂1 {ϕ(0)θ(0, 0, ν)} −

e

2
∂1 {ϕ′(0)u2(0, 0, ν)} − ∂3

(
ϕ′(0)

2ϕ(0)
u3(0, 0, ν)

)]
dν+

+ω3(0, 0, 0),

(16)

где ω3(0, 0, 0) - некоторая константа. Причем

∂2ω3(x1, x2, x3) =
1 + κ

E
(∂1E23(x1, x2, x3)− ∂3E12(x1, x2, x3))−

κ

E
∂3θ(x1, x2, x3).

Таким образом, условия интегрируемости (5) - (10) в случае метрики (1) могут быть интер-
претированы как условия существования полных интегралов (12), (14) и (16) для дифферен-
циальных уравнений (11), (13) и (15).

Заметим, что частные производные полных интегралов связаны соотношением

∂1ω2(x1, x2, x3)− ∂2ω3(x1, x2, x3) + ∂3ω1(x1, x2, x3) = 0.
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