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Аннотация

В этой работе мы продолжаем решать субриманову задачу на второй трехмерной раз-
решимой группе Ли SOLV + согласно классификационной теореме Аграчева-Барилари [1].
Построение Гамильтоновой системы и дифференциальные уравнения для геодезических
было сделано в предыдущей работе. Теперь мы проинтегрируем эти уравнения, что возмож-
но только с помощью привлечения эллиптических функций. Случай геометрии SOLV − мы
рассмотрели в работах [7], [8].

Для трехмерной группы Ли SOLV + представленную матрицами вида

 cos z sin z x
− sin z cos z y

0 0 1

 , (1)

алгебра Ли которой построена на базисных векторах

a1 =

 0 0 1
0 0 1
0 0 0

 ; a2 =

 0 0 1
0 0 −1
0 0 0

 ; a3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 , (2)

с коммутационными отношениями

[a1, a2] = 0; [a1, a3] = −a2; [a2, a3] = a1,

и левоинвариантной метрикой

< ai, aj >=

 2 0 0
0 2 0
0 0 1

 , (3)

мы построили функцию Гамильтона

H(x, y, z, px, py, pz) =
1

4
(1 + sin 2z)p2x +

1

2
(cos 2z)pxpy +

1

4
(1− sin 2z)p2y +

1

2
p2z. (4)

Из известных равенств, выполняющихся для функции Гамильтона

ẋ =
∂H

∂px
, ẏ =

∂H

∂py
, ż =

∂H

∂pz
,



А.Д. Мажитова Уравнения геодезических метрики Карно-Каратеодори . . . 14

ṗx = −
∂H

∂x
, ṗy = −

∂H

∂y
, ṗz = −

∂H

∂z
,

где точка означает производную по t, выпишем уравнения Гамильтона для (4)

ẋ =
1

2
(1 + sin 2z)px +

1

2
(cos 2z)py

ẏ =
1

2
(cos 2z)px +

1

2
(1− sin 2z)py

ż = pz

ṗx = 0

ṗy = 0

ṗz = −
1

2
(cos 2z)p2x + (sin 2z)pxpy +

1

2
(cos 2z)p2y.

(5)

Система (5) имеет три первых интеграла:

I1 = H, I2 = px, I3 = py,

значит наша система дифференциальных уравнений (5) полностью интегрируема. Не
теряя общности, будем считать, что все геодезические берут начало в единице группы,
то есть справедливы следующие начальные условия для системы (5):

x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0. (6)

В дальнейшем будем полагать, что

H =
1

2
,

px√
2
= a,

py√
2
= b.

Подставим это все в гамильтониан (4) и получим

1 =
1

2
(1 + sin 2z)p2x + (cos 2z)pxpy +

1

2
(1− sin 2z)p2y + p2z, (7)

значит,

p2z = 1− a2(1 + sin 2z)− 2ab cos 2z − b2(1− sin 2z),

p2z = 1− a2 − b2 − 2ab cos 2z + (b2 − a2) sin 2z.
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Обозначим A = 1 − a2 − b2, B = −2ab, C = b2 − a2, тогда из третьего уравнения
системы (5) найдем равенство для нахождения переменной t, подставив полученное
выше выражение для pz

t =

∫
dz√

A+B cos 2z + C sin 2z
. (8)

сделаем замену переменных ϕ = 2z, тогда (8) перепишется в виде

t =
1

2

∫
dϕ√

A+B cosϕ+ C sinϕ
. (9)

Этот интеграл с помощью замены ϕ = 2ψ+α, tanα =
C

B
, p =

√
B2 + C2 приводится

к эллиптическому интегралу в нормальной тригонометрической форме

t =
1

2

∫
dϕ√

A+B cosϕ+ C sinϕ
=

1

2
· 2
∫

dψ√
A− p+ 2p cos2 ψ

=

=

∫
dψ√

A+ p− 2p sin2 ψ
.

Так как A+ p = 1, p = a2 + b2, получим

t =

∫
dψ√

1− 2(a2 + b2) sin2 ψ
.

Сделав еще одну замену v = sinψ, получим интеграл Якоби

t =

∫ snt

0

dv√
(1− v2)(1− k2v2)

,

где k2 = 2(a2 + b2).
Таким образом,

v = sn(t, k).

Произведем все обратные замены, v = sinψ, а ϕ = 2ψ + α = 2z, тогда, ψ = z − α
2
,

значит
sinψ = sn(t, k),

имея ввиду, что sn(t, k) = sin(am(t, k))

z − α

2
= am(t, k),

z = am(t, k) +
α

2
+ C1,

где C1 − const - константа интегрирования. Учитывая начальные условия, а также,
что am(0, k) = 0, запишем

z(t) = am(t, k).
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Теперь выпишем интегралы для x(t):

dx

dt
=

a√
2
(1 + 2sn(t, k) · cn(t, k)) + b√

2

(
cn2(t, k)− sn2(t, k)

)
,

x(t) =
a√
2

∫
(1 + 2sn(t, k) · cn(t, k)) dt+ b√

2

∫ (
1− 2sn2(t, k)

)
dt;

и для y(t):

y(t) =
a√
2

∫ (
1− 2sn2(t, k)

)
dt+

b√
2

∫
(1− 2sn(t, k) · cn(t, k)) dt.

Используя известные формулы:

ddnu

du
= −k2snu · cnu,∫

sn2udu =
1

k2
{
E(amu, k)− k′2u

}
,

и учитывая начальные условия, вычислим

x(t) =

(
a√
2
+

b√
2
+

√
2bk′2

k2

)
t

−
√
2a

k2
dn(t, k)−

√
2b

k2
E(am(t, k), k) +

√
2a

k2
;

y(t) =

(
a√
2
+

√
2ak′2

k2
+

b√
2

)
t+

+

√
2b

k2
dn(t, k)−

√
2a

k2
E(am(t, k), k)−

√
2b

k2
.

Таким образом общие уравнения для геодезических следующие:

x(t) =

(
a+ b√

2
+

√
2bk′2

k2

)
t−
√
2a

k2
dn(t, k)−

√
2b

k2
E(am(t, k), k) +

√
2a

k2
,

y(t) =

(
a+ b√

2
+

√
2ak′2

k2

)
t+

√
2b

k2
dn(t, k)−

√
2a

k2
E(am(t, k), k)−

√
2b

k2
,

z(t) = am(t, k).

(10)
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