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Аннотация
В работе рассмотрены вековые возмущения задачи трех тел с массами, изменя-

ющимися изотропно в различных темпах. Аналитические решения вековых воз-
мущений задачи трех тел с переменными массами получены с помощью системы
компьютерной алгебры Mathematica.

1 Введение
Реальные космические тела - нестационарные. Со временем изменяются их массы, раз-
меры, формы и структура распределения масс внутри тел [1–3]. Эти процессы особенно
интенсивно происходят в двойных и кратных системах [4]. В связи с этим, исследуется
задача трех тел с массами, изменяющимися в различных темпах изотропно. Тела предпо-
лагаются как материальные точки. На основе теории возмущений на базе апериодичес-
кого движения по квазиконическому сечению [5] исследуются вековые возмущения за-
дачи трех тел-точек с переменными массами.

2 Постановка задачи
Рассмотрим движения взаимогравитирующих трех тел с переменными массами, изо-
тропно изменяющиеся в различных темпах:

m0 = m0(t), m1 = m1(t), m2 = m2(t),
ṁi

mi

6= ṁj

mj

, i 6= j. (2.1)

в системе координат Якоби [5–6]:

µ1~̈r1 = grad~r1U, µ2~̈r2 = grad~r2U − µ2(2ν̇1~̇r1 + ν̈1~r1), (2.2)

здесь

µ1 = µ1(t) =
m1m0

m0 +m1

6= const, µ2 = µ2(t) =
m2(m1 +m0)

m0 +m1 +m2

6= const, (2.3)

U = f

(
m0m1

r01
+
m0m2

r02
+
m1m2

r12

)
, (2.4)

r201 = x21 + y21 + z21 = r21, r22 = x22 + y22 + z22 , (2.5)

r201 = (x2 + ν1x1)
2 + (y2 + ν1y1)

2 + (z2 + ν1z1)
2 , (2.6)

r202 = (x2 − ν0x1)2 + (y2 − ν0y1)2 + (z2 − ν0z1)2 , (2.7)

ν1 = ν1(t) =
m1

m0 +m1

6= const, ν0 = ν0(t) =
m0

m0 +m1

6= const, (2.8)

а f – гравитационная постоянная.
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3 Уравнения движения в оскулирующих элементах

Исследуем задачу, которая описывается уравнениями движения (2.2) используя теорию
возмущения на базе апериодического движения по квазиконическому сечению [5].

µ1~̈r1 = grad~r1

(
f
m1m0

r1

)
+ b1~r1 + grad~r1R1, (3.1)

µ2~̈r2 = grad~r2

(
f
m2(m1 +m0)

r2

)
+ b2~r2 + grad~r2R2, (3.2)

где

b1 = b1(t) = µ1
γ̈1
γ1
, γ1 = γ1(t) =

m0(t0)

m0(t)
, (3.3)

b2 = b2(t) = µ2
γ̈2
γ2
, γ2 = γ2(t) =

m0(t0) +m1(t0)

m0(t) +m1(t)
, (3.4)

R1 = −1

2
b1r

2
1 +W, R2 = −1

2
b2r

2
2 +W − V, (3.5)

W = f

(
m0m2

r02
+
m1m2

r12
− m2(m0 +m1)

r2

)
, (3.6)

V = µ2 [(2ν̇1ẋ1 + ν̈1x1)x2 + (2ν̇1ẏ1 + ν̈1y1) y2 + (2ν̇1ż1 + ν̈1z1) z2] . (3.7)

Обозначим:
K1 =

1

2
µ1 (ẋ21 + ẏ21 + ż21) , K2 =

1

2
µ2 (ẋ22 + ẏ22 + ż22) ,

U1 = f
m1m0√

x21 + y21 + z21
+

1

2
b1 (x21 + y21 + z21) +R1,

U2 = f
m2(m0 +m1√
x22 + y22 + z22

+
1

2
b2 (x22 + y22 + z22) +R2,

(3.8)

и переходя к новым переменным:

xi = γiρi cosϕi cos θi, yi = γiρi cosϕi sin θi, zi = γiρi sinϕi, (3.9)

тогда уравнения движения в переменных:

ρi, Pρi =
∂Ki

∂ρ̇i
= µiγ

2
i ρ̇i + µiγiγ̇iρi,

ϕi, Pϕi
=
∂Ki

∂ϕ̇i
= µiγ

2
i ρ

2
i ϕ̇i,

θi, Pθi =
∂Ki

∂θ̇i
= µiγ

2
i ρ

2
i cos2 ϕiθ̇i,

(3.10)
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можно написать в следующей форме:

ρ̇i =
∂Hi

∂Pρi
, Ṗρi = −∂Hi

∂ρi
+
µ̇i
µi
Pρi ,

ϕ̇i =
∂Hi

∂Pϕi

, Ṗϕi
= −∂Hi

∂ϕi
+
µ̇i
µi
Pϕi

,

θ̇i =
∂Hi

∂Pθi
, Ṗθi = −∂Hi

∂θi
+
µ̇i
µi
Pθi ,


(3.11)

соответственно

U∗
1 = f

m1m0

γ1ρ1
+

1

2
(b1γ

2
1 + µ1γ̇

2
1) ρ21 +R1,

U∗
2 = f

m2(m0 +m1)

γ2ρ2
+

1

2
(b2γ

2
2 + µ2γ̇

2
2) ρ22 +R2,

Hi =
1

2µiγ2i

[
(Pρi − µiγiγ̇iρi)

2 +
P 2
ϕi

ρ2i
+

P 2
θi

ρ2i cos2 ϕi

]
− U∗

i , i = 1, 2.

(3.12)

Вводя новые импульсы:

Pρi = ψiP̃ρi , Pϕi
= ψiP̃ϕi

, Pθi = ψiP̃θi ,

ψi = ψi(t) =
µi
µi0

=
µi(t)

µi(t0)
, i = 1, 2,

(3.13)

напишем уравнения движения в канонической форме:

ρ̇i =
∂H̃i

∂P̃ρi
, ϕ̇i =

∂H̃i

∂P̃ϕi

, θ̇i =
∂H̃i

∂P̃θi
,

˙̃Pρi = −∂H̃i

∂ρi
, ˙̃Pϕi

= −∂H̃i

∂ϕi
, ˙̃Pθi = −∂H̃i

∂θi
, i = 1, 2,

 (3.14)

где
H̃i = H̃i0 + H̃i1, i = 1, 2, (3.15)

H̃10 =
ψ1

2µ1γ21

[(
P̃ρ1 −

µ1γ1γ̇1
ψ1

ρ1

)2

+
P̃ 2
ψ1

ρ21
+

P̃ 2
θ1

ρ21 cos2 ϕ1

]
−

−f m1m0

ψ1γ1ρ1
− 1

ψ1

(b1γ
2
1 + µ1γ̇

2
1) ρ21,

H̃20 =
ψ2

2µ2γ22

[(
P̃ρ2 −

µ2γ2γ̇2
ψ2

ρ2

)2

+
P̃ 2
ψ2

ρ22
+

P̃ 2
θ2

ρ22 cos2 ϕ2

]
−

−f m2(m0 +m1)

ψ2γ2ρ2
− 1

ψ2

(b2γ
2
2 + µ2γ̇

2
2) ρ22,

(3.16)
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H̃11 = − 1

ψ1

R1, H̃21 = − 1

ψ2

R2. (3.17)

При R1 = R2 = 0 уравнения (3.14)-(3.16) интегрируются методом Гамильтона-Якоби [5,
6], причем постоянные интегрирования:

α1i, α2i, α3i, β1i, β2i, β3i, i = 1, 2, (3.18)

есть аналоги соответствующих элементов Якоби в классической задаче двух тел (точек)
постоянной массы. Каждая система уравнений (3.14)-(3.16) определяет апериодическое
движение по квазиконическому сечению:

ρi = ρi(t) =
pi

1 + ei cos υi
, υi = ui − ωi, pi = ai(1− e2i ), i = 1, 2, (3.19)

ρ̇i = ρ̇i(t) =
1

µi0γ22(t)
· β̃i√

pi
ei sin υi, u̇i =

1

µi0γ22(t)
·
β̃i
√
pi

ρ2i
, i = 1, 2, (3.20)

β̃2
1 = β̃2

1(t) = f · µ1(t0)m1(t0)m0(t0),

β̃2
2 = β̃2

2(t) = f · µ2(t0)m2(t0) [m0(t0) +m1(t0)] ,

(3.21)

tg
υi
2

=

√
1 + ei√
1− ei

tg
Ei
2
, ei < 1, i = 1, 2,

Ei − ei sinEi = Mi, i = 1, 2, (3.22)

Mi = ni [φi(t)− φi(τi)] , ni =
β̃i

µi0a
3/2
i

, i = 1, 2, (3.23)

где φ1(t), φ2(t) первообразные функции соответственно γ−2
1 (t) и γ−2

2 (t),

ai, ei, ωi, Ωi, ii, φi(τi), i = 1, 2, (3.24)

элементы орбиты – аналоги соответствующих кеплеровских элементов, причем

−2α1i =
β̃2
i

µi0ai
, α2i = β̃i

√
pi, α3i = β̃i

√
pi cos ii,

β1i = −φ(τi), β2i = ωi, β3i = Ωi, i = 1, 2,

(3.25)

xi = γiρi [cosui · cos Ωi − sinui · sin Ωi · cos ii] ,

yi = γiρi [cosui · sin Ωi + sinui · cos Ωi · cos ii] ,

zi = γiρi [sinui · sin ii] , ri = γiρi, i = 1, 2,

 (3.26)

ẋi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
xi + γiρiu̇i · [− sinui · cos Ωi − cosui · sin Ωi · cos ii] ,

ẏi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
yi + γiρiu̇i · [− sinui · sin Ωi + cosui · cos Ωi · cos ii] ,

żi =

(
γ̇i
γi

+
ρ̇i
ρi

)
zi + γiρiu̇i · [cosui · sin ii] , i = 1, 2,


(3.27)
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Уравнения (3.14)-(3.17) в системе переменных (3.18) как уравнения возмущенного дви-
жения имеют вид:

α̇k1 =
∂R̃1

∂βk1
, β̇k1 = − ∂R̃1

∂αk1
, k = 1, 2, 3,

α̇k2 =
∂R̃2

∂βk2
, β̇k2 = − ∂R̃2

∂αk2
, k = 1, 2, 3,

(3.28)

где
R̃i =

1

ψi
Ri(t, αk1, βk1, αk2, βk2), i = 1, 2, (3.29)

4 Уравнения возмущенного движения в аналогах эле-
ментов Делоне

Введем аналоги элементов Делоне:

Li, Gi, Hi, li, gi, hi, i = 1, 2, (4.1)

посредством формул:

−2α1i =
β̃4
i

µi0L2
i
, α2i = Gi, α3i = Hi,

β1i = li
ni
− φi(t), β2i = gi, β3i = hi, i = 1, 2,

(4.2)

уравнения возмущенного движения в аналогах элементов Делоне (4.1) имеют вид:

L̇i =
∂R∗

i

∂li
, Ġi =

∂R∗
i

∂gi
, Ḣi =

∂R∗
i

∂hi
,

l̇i = −∂R
∗
i

∂Li
, ġi = −∂R

∗
i

∂Gi

, ḣi = −∂R
∗
i

∂Hi

, i = 1, 2,

 (4.3)

где

R∗
i =

1

γ2i (t)
· β̃4

i

2µi0L2
i

+ R̃i, i = 1, 2. (4.4)

В явном виде, учитывая формулы (4.4), (3.27), (3.5) - (3.7), получим:

R∗
1 =

1

γ21(t)
· β̃4

1

2µ10L2
1

+
1

ψ1

[
−b1

2
r21 + f

(
m0m2

r02
+
m1m2

r12
− m2(m0 +m1)

r2

)]
, (4.5)

R∗
2 = 1

γ22(t)
· β̃4

2

2µ20L2
2

+ 1
ψ2

[
− b2

2
r22 + f

(
m0m2

r02
+ m1m2

r12
− m2(m0+m1)

r2

)]
−

−µ2
ψ2

[(2ν̇1ẋ1 + ν̈1x1)x2 + (2ν̇1ẏ1 + ν̈1y1) y2 + (2ν̇1ż1 + ν̈1z1) z2] ,
(4.6)

Вековые возмущения определяются уравнениями (4.3), если осреднить возмущающие
функции (4.5)-(4.6) по средним аномалиям l1, l2:

R1sec =
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

R∗
1dl1dl2, R2sec =

1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

R∗
2dl1dl2, (4.7)
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тогда
L̇1 = 0, L̇2 = 0, (4.8)

поэтому вековые возмущения в рассматриваемой задаче определяются системой диф-
ференциальных уравнений восьмого порядка:

Ġi =
∂Risec

∂gi
, ġi = −∂Risec

∂Gi

,

Ḣi =
∂Risec

∂hi
, ḣi = −∂Risec

∂Hi

, i = 1, 2,

 (4.9)

5 Уравнения возмущенного движения в аналогах второй
системы элементов Пуанкаре

Как и в классическом случае в нашей задаче предпочтительны аналоги второй системы
элементов Пуанкаре [5, 6, 9]:

Λi, λi, ξi, ηi, pi, qi, i = 1, 2, (5.1)

которые определяются формулами:

Λi = Li, λi = li + gi + hi,

ξi =
√

2(Li −Gi) cos(gi + hi), ηi = −
√

2(Li −Gi) sin(gi + hi),

pi =
√

2(Gi −Hi) coshi, qi = −
√

2(Gi −Hi) sinhi, i = 1, 2.

 (5.2)

Уравнения возмущенного движения имеют вид:

Λ̇i =
∂R∗

i

∂λi
, ξ̇i =

∂R∗
i

∂ηi
, ṗi =

∂R∗
i

∂qi
,

λ̇i = −∂R
∗
i

∂Λi

, η̇i = −∂R
∗
i

∂ξi
, q̇i = −∂R

∗
i

∂pi
, i = 1, 2.

 (5.3)

Соответственно вековые возмущения определяются уравнениями:

Λ̇1 = 0, Λ̇2 = 0, (5.4)

ξ̇i =
∂Risec

∂ηi
, ṗi =

∂Risec

∂qi
,

η̇i = −∂Risec

∂ξi
, q̇i = −∂Risec

∂pi
, i = 1, 2,

 (5.5)

где R1sec, R2sec – соответствующая вековая часть следующих выражений:

R1sec=
1

γ21(t)
· β̃4

1

2µ10L2
1

+
1

ψ1

[
−b1

2
γ21ρ

2
1+f

(
m0m2

r02
+
m1m2

r12
−m2(m0+m1)

γ2ρ2

)]
, (5.6)

R2sec = 1
γ22(t)
· β̃4

2

2µ20L2
2

+ 1
ψ2

[
− b2

2
γ22ρ

2
2+f

(
m0m2

r02
+m1m2

r12
−m2(m0+m1)

γ2ρ2

)]
−

−µ2
ψ2

[(2ν̇1ẋ1+ν̈1x1)x2+(2ν̇1ẏ1+ν̈1y1) y2+(2ν̇1ż1+ν̈1z1) z2] ,
(5.7)
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6 Разложение возмущающей функции
Для вычисления вековых частей возмущенных функций необходимо вычислить вековую
часть следующих величин:

Fsec =

[
m0m2

r02
+
m1m2

r12
− m2(m0 +m1)

γ2ρ2

]
sec

=

[
m1m2

r12

]
sec

, (6.1)

Fρsec =

[
b1γ

2
1

2ψ1

ρ21 +
b2γ

2
2

2ψ2

ρ22

]
sec

, (6.2)

Vsec =
µ2

ψ2

[(2ν̇1ẋ1 + ν̈1x1)x2 + (2ν̇1ẏ1 + ν̈1y1) y2 + (2ν̇1ż1 + ν̈1z1) z2]sec . (6.3)

В настоящей работе ограничимся случаем:

ν1 = const, (6.4)

который приводит к
Vsec = 0, (6.5)

и следовательно, в аналогах второй системы элементов Пуанкаре упрощаются вековые
выражения для R1sec, R2sec:

R1sec =
1

γ21(t)
· β̃4

1

2µ10Λ2
1

+
1

ψ1

[
−b1

2

γ21µ
2
0

Λ4
1

(
1 +

3

2

ξ21 + η21
Λ1

)
+ Fsec

]
, (6.6)

R2sec =
1

γ22(t)
· β̃4

2

2µ20Λ2
2

+
1

ψ2

[
−b2

2

γ22µ
2
0

Λ4
2

(
1 +

3

2

ξ22 + η22
Λ2

)
+ Fsec

]
, (6.7)

Fsec =

[
m1m2

r12

]
sec

, (6.8)

Выражения Fsec = Fsec(t, ξ1, η1, p1, q1, ξ2, η2, p2, q2) полученные с помощью системы
MATHEMATICA [7, 8] очень громоздкие. В связи с этим выражение (6.8) можно записать
в виде:

Fsec =
534∑
i=1

Π∗
i (t)Pi(3k) +

3∑
j=1

Π̃j(Λ1,Λ2, t), (6.9)

здесь Pi(ηi) - квадратичная функция переменных ξi, ηi, pi, qi. Подставляя уравнения
(6.6)-(6.7) в (5.5) получаем:

ξ̇1 = Π1(t)η1 + Π2(t)η2, η̇1 = Π1(t)ξ1 + Π2(t)ξ2,

ξ̇2 = Π1(t)η1 + Π3(t)η2, η̇2 = Π1(t)ξ1 + Π3(t)ξ2,

}
(6.10)

ṗ1 = Π4(t)q1 + Π5(t)q2, q̇1 = Π4(t)p1 + Π5(t)p2,
ṗ2 = Π5(t)q1 + Π6(t)q2, q̇2 = Π5(t)p1 + Π6(t)p2,

}
(6.11)

где

Π1(t) = −
fk2m1m2

{
6(k31Λ4

1+k22Λ4
2)(6C0−C2)−k1Λ2

1Λ
2
2

[
2k1(B2+18B0)+3k2C1(4+3k1)

]}
32k21Λ

5/2
1 Λ

5/2
2 ψ1

,
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Π2(t)=
−24Λ4

2µ
2
0µ1γ1γ̈1+fΛ4

1m1m2

{
12k1Λ

2
1

[
k1Λ

2
1C0−Λ2

2 (B0+k2C1)
]
+k2Λ

4
2

[
3k2(10C0−3C2)−4B1

]}
16Λ5

1Λ
4
2ψ1

,

Π3(t)=
−24k41Λ

4
1µ

2
0µ2γ2̈γ2+fk2Λ

4
2m1m2

{
12k2Λ

2
2

[
k22Λ2

2C0−k21Λ2
1(B0+k2C1)

]
−k41Λ4

1

[
4B1+3k2(3C2−10C0)

]}
16Λ5

1Λ
4
2ψ1

,

Π4(t) = −fk2B1m1m2

8Λ1ψ1

, Π5(t) = − fk2B1m1m2

8sqrtΛ1sqrtΛ2ψ1

, Π6(t) = −fk2B1m1m2

8Λ2ψ2

,

а величины

A0 =
4µ0

πΛ2
2

F (α), A1 =
4µ0

παΛ2
2

[F (α)− E(α)] , A2 =
2

3

(
α +

1

α

)
A1 −

1

3
A0,

B0=
(1+α2)α

(1−α2)2
A0−

2α2

(1−α2)2
A1, B1=

2α2

(1−α2)2
A0−

(1+α2)α

(1−α2)2
A1, B2=

(1+α2)α

(1−α2)2
A0−

2(1+α2)2−6α2

(1−α2)2
A1,

C0 =
(3+10α2+3α4)α2

(1−α2)2
A0−

2α2(1+α+α3)

(1−α2)2
A1, C1 =

8α3(1+α2)

3(1−α2)4
A0−

α2(1+14α2+α4)

3(1−α2)4
A1,

C2 =
(1 + 22α2 + α4)α2

3(1− α2)4
A0−

2α2(1 + 5α2 + 5α4 + α6)

3(1− α2)4
A1,

есть коэффициенты Лапласа [6], причем F (α) – эллиптический интеграл первого рода,
E(α) – эллиптический интеграл второго рода, и

α=α(t)=α0 ·m00 ·
m1

m0(m0 +m1)
, α0 =

a10
a20

= const, m00 =m0(t0), m10 =m1(t0),

k1 =k1(t)=m00 ·
m1

m0(m0 +m1)
, k2 =k2(t)=

m1

m0

· m00

m00 +m10

,

Пользуясь методом Пикара напишем полные вековые возмущения первого порядка

3k (t)− 3k0 (t0) =
∑
i

3i (t0)

∫ t

t0

Πi(t)dt, (6.12)

где 3k – элементы ξi, ηi, pi, qi, а 3k0= const. Приближенно-аналитические решения
(6.12), системы дифференциальных уравнений вековых возмущений (6.10)–(6.11) дают
возможность анализировать изменения эксцентриситетов e1, e2, наклонностей i1, i2, ар-
гумента перицентров ω1, ω2 и движения долготы восходящих узлов Ω1, Ω2, долготы
перицентров π1, π2 [5, 6]:

e2i =
ξ2i + η2i

Λi

, sin2 ii =
p2i + q2i

Λi

, i = 1, 2, (6.13)

Ωi = − arctg
qi
pi
, πi = − arctg

ηi
ξi
, ωi = πi − Ωi, i = 1, 2. (6.14)
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In given article are considered secular pertur-
bations in the three-body problem with mass-
es, changing isotropically by different specif-
ic rates. The analytical expressions of secu-
lar perturbations in the three-body problem
with variable masses are obtained with the
computer algebra system Mathematica.

М.Ж. Минглибаев, Г.М. Маемерова,
Массалары айнымалы үш дене-нүкте
мәселесi туралы, ҚазҰУ хабаршысы, мат.,
мех., инф. сериясы 2011, №3(70), 78 – 86

Бұл мақалада массалары әр түрлi
қарқында изотропты түрде өзгеретiн үш
дене мәселесiнiң ғасырлық ұйытқулары
қарастырылған. Массалары айнымалы үш
дене мәселесiндегi ғасырлық ұйытқудың
аналитикалық шешiмдерi Mathemat-
ica компьютерлiк алгебра жүйесiнiң
көмегiмен алынды.


