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Начально-краевые задачи для уравнения Бельтрами с
полярной особенностью в неограниченной области

У.Р. Кушербаева
Алматинский институт энергетики и связи, Алматы, Казахстан

Аннотация

Коэффициенты рассматриваемого уравнения имеют полюс первого порядка.
В этой точке гауссова кривизна обращается в нуль. В теории бесконечно малых
изгибаний поверхностей положительной кривизны с точкой уплощения задача по-
строения изометрически сопряженных координат решается с помощью уравнения
Бельтрами. В данной работе решены начально-краевые задачи для уравнения Бель-
трами с полярной особенностью в неограниченной области.

Пусть G = {z = reiϕ : 0 ≤ r < ∞}, ν > 1− действительное число, µ = ν
1−β > 1, k =

[µ]. Здесь [a]− целая часть a.
Рассмотрим в G уравнение Бельтрами с сингулярной точкой

∂zV − βe2iϕ∂zV +
a(ϕ)

2z
V +

b(ϕ)

2z
V = 0, (1)

где ∂z =
1

2
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
), ∂z =

1

2
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
), a(ϕ), b(ϕ) ∈ C[0, 2π], a(ϕ + 2π) = a(ϕ),

b(ϕ+ 2π) = b(ϕ), 0 ≤ β < 1.
Задача А. Требуется найти решение уравнения (1) из класса C1(G), удовлетворя-

ющее условиям:
∂nV

∂rn
(0, ϕ) = 0, (n = 1, k − 1), (2)

|V (r, ϕ)| = O(rk), r →∞ (3)

и граничному условию

ReV (r, 0) = ReV (r, 2π) = b1r
µ, 0 ≤ r <∞, (4)

где b1− действительное число , k > 1-целое.
Задача В. Требуется найти решение уравнения (1) из класса C1(G), удовлетворяю-

щее условиям (2), (3) и граничному условию ImV (r, 0) = ImV (r, 2π) = b2r
µ, 0 ≤ r <∞,

где b2− действительное число.
Решения задач. В [3] получено решение уравнения (1) из класса C1(G) в виде

V (r, ϕ) = rµ(cPν,1(ϕ) + cPν,2(ϕ)) · exp(
i

1 + β
(νϕ+B(ϕ))), (5)

где

Pν,1(ϕ) =
∞∑
k=1

Iν,2k−1(ϕ), Pν,2(ϕ) = 1 +
∞∑
k=1

Iν,2k(ϕ),
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Iν,k(ϕ) =

∫ ϕ

0

Aν(γ)Iν,k−1(γ)dγ, (k = 2,∞), Iν,1(ϕ) =

∫ ϕ

0

Aν(γ)dγ,

Aν(ϕ) =
i

1 + β
b(ϕ)exp(− 2i

1 + β
(νϕ+ReB(ϕ))), B(ϕ) =

∫ ϕ

0

a(γ)dγ,

c =

{
α, если 41(ν) = 42(ν) = 0,

41(ν) · α−42(ν) · α, если |41(ν)| = |42(ν)| 6= 0,
(6)

α− произвольное комплексное число, ν− решение уравнения

RePν,2(2π)cos(
2π

1 + β
(ν + d))− ImPν,2(2π)sin(

2π

1 + β
(ν + d)) = 1

из отрезка [k, k + 1],

41(ν) = Pν,1(2π), 42(ν) = Pν,2(2π)− exp(
−2πi
1 + β

(ν + d)), d =
B(2π)

2π
.

В [3] доказано, что для любого целого числа k всегда существует число ν ∈ [k, k+1],
такое, что

|41(ν)| = |42(ν)| (7)

Поэтому для такого ν функция V (r, ϕ), определенная по формуле (5), является решением
уравнения (1) из класса C1(G), удовлетворяющим условиям (2),(3) и V (r, 0) = V (r, 2π).

Рассмотрим задачу А. Произвольное комплексное число α из (6) выберем так, чтобы
имело место равенство (4). Для этого подставляя (4) в (5), получим Rec = b1 при
41(ν) = 42(ν) = 0 и Re(41(ν)α−42(ν) · α) = b1 при |41(ν)| = |42(ν)|, 41(ν) 6= 0.

Найденное отсюда число α подставим в (6):

c =



b1 + iβ, если 41(ν) = 42(ν) = 0,

b1(41(ν)−42(ν))

Re(41(ν)−42(ν))
, если Re41(ν) 6= Re42(ν), 41(ν) 6= 0,

−b1(41(ν) +42(ν))i

Im(41(ϕ) +42(ϕ))
, если Im41(ν) 6= −Im42(ν), 41(ν) 6= 0,

2Im(α41(ν))i, если 41(ν) = 42(ν), 41(ν) 6= 0, b1 = 0

(8)

Здесь α− произвольное комплексное, β− произвольное действительное числа.
Таким образом, имеет место теорема:
Теорема 1. При41(ν) 6= 42(ν) задача А имеет единственное решение, при41(ν) =

42(ν) = 0 задача А имеет бесконечно много решений, при 41(ν) 6= 0, задача А имеет
решение только при b1 = 0. Здесь ν из отрезка [k, k+1] удовлетворяет условию (7). Эти
решения находятся по формулам (5),(8).
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Аналогично, решая задачу В, получим решение в виде (5), где ν из отрезка [k, k+1]
удовлетворяет условию (7),

c =



λ+ ib2, если 41(ν) = 42(ν) = 0,

b2(41(ν)−42(ν))

Im(41(ν)−42(ν))
, если Im41(ν) 6= Im42(ν), 41(ν) 6= 0,

ib2(41(ν) +42(ν))i

Re(41(ϕ) +42(ϕ))
, если Re41(ν) 6= −Re42(ν), 41(ν) 6= 0,

2Re(α41(ν)), если 41(ν) = 42(ν), 41(ν) 6= 0, b2 = 0

(9)

Теорема 2. При 41(ν) 6= −42(ν) задача В имеет единственное решение , где ν−
решение уравнения (7) из отрезка [k, k + 1]. При 41(ν) = 42(ν) = 0 задача В имеет
бесконечно много решений, при 41(ν) = −42(ν), 41(ν) 6= 0, задача В имеет решение
только при b2 = 0. Эти решения находятся по формулам (5),(9).
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The reason of it is that there is an ex-
treme restriction of the application of that is
Gauss curvature should be strictly positive.
On the other hand search for isometrically
connected coordinates on the surface of posi-
tive curvature with the point of condensation
brings to the proof of the solution of Beltrami
equation. The existence of solution of initial-
regional problems for Beltrami equation with
singular point in unlimited area with a sec-
tion is proved.
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Қарастырып отырған теңдеудiң коэффи-
циентерiнiң координаталар бас нүктесiнде
бiрiншi реттi полюстерi бар. Осы нүктеде
Гаусс қисықтығы нөлге тең. Тығыздық
нүктесi бар қисықтығы оң ақырсыз аз
иiлетiн беттер теориясында изометриялы
түйiндес координаттарды табу есебi Бель-
трами теңдеуiнiң көмегiмен шешiледi.
Бұл жұмыста ақырсыз облыста полярлық
ерекшелiгi бар Бельтрамидiң теңдеуi
үшiн қойылған бастапқы- шекаралық
есептердiң үзiлiссiз шешiмдерi табылған.


