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Аннотация

В настоящей работе рассматриваются вопросы разрешимости некоторых крае-
вых задач для неоднородного бигармонического уравнения.

Пусть Ω = {x ∈ Rn : |x| < 1} - единичный шар, n ≥ 2, ∂Ω = {x ∈ Rn : |x| = 1} -
сфера. Пусть далее, u = u (x) - гладкая функция в области Ω.

Обозначим r = |x| и рассмотрим операторы

Γ0[u](x) = r
∂u

∂r
=

n∑
i=1

xi
∂u(x)

∂xi
,Γc[u](x) = r

∂u

∂r
+ cu, c > 0,

Γ`c[u](x) = Γc
[
Γ`−1
c [u]

]
(x), ` = 1, 2, ..., c ≥ 0

Γ`~c[u](x) = Γc1 [Γc2 [...Γc` [u]]...] (x), ` = 1, 2, ...,~c = (c1, c2, ..., c`), cj > 0

Рассмотрим также операторы

Γ(−`)
c [u](x) =

(−1)`−1

(`− 1)!

1∫
0

(ln t)`−1tc−1u (tx) dt, c ≥ 0,

Γ
(−`)
~c [u](x) =

1∫
0

...

1∫
0

t~c−1u (tx) dt1...dt`, t~c−1 = tc1−1 · ... · tc`−1

Приведем известные свойства операторов Γ`c и Γ−`c [1].
Лемма 1. Для любого x ∈ Ω справедливы равенства
1) если u(0) = 0 , то

Γ
(`)
0

[
Γ

(−`)
0 [u](x)

]
= u(x) (1)

2)
Γ

(−`)
0

[
Γ

(`)
0 [u](x)

]
= u(x)− u(0) (2)

3)
Γ

(`)
~c

[
Γ

(−`)
~c [u](x)

]
= Γ

(−`)
~c

[
Γ

(`)
~c [u](x)

]
= u (x) ,~c = (c1, ..., c`), cj > 0 (3)

Лемма 2.Для любого x ∈ Ω справедливо равенство

∆ [Γc [u] (x)] = Γc+2 [∆u] (x) , c ≥ 0, (4)



63 Вестник КазНУ, сер. мат., мех., инф. 2011, №4(71)

где Γc+2 = r ∂
∂r

+ c+ 2.
Лемма доказывается непосредственным применением оператора ∆ к функции u(x).
Следствие 1. Пусть m = 1, 2, . . . , ` = 1, 2, . . . и c ≥ 0. Тогда для любого x ∈ Ω

справедливо равенство
∆m

[
Γ`c [u] (x)

]
= Γ`c+2m [∆mu] (x) .

Теперь переходим к изучению некоторых краевых для неоднородного бигармоничес-
кого уравнение

∆2u(x) = g(x), x ∈ Ω (5)

с граничными операторами Γ`c [u] (x), ` = 1, 2, ..., c ≥ 0.
Задача 1. Найти функцию u(x) достаточно гладкую в области Ω, удовлетворяющую

уравнению (5) и условиям

Γk0 [u] (x) = fk (x) , k = 1, 2, x ∈ ∂Ω (6)

Задача 2. Найти функцию u(x) достаточно гладкую в области Ω, удовлетворяющую
уравнению (5) и условиям

Γk+`
0 [u] (x) = fk (x) , k = 1, 2, ` ≥ 1, x ∈ ∂Ω. (7)

Нами будут исследованы вопросы нахождения необходимых и достаточных условий
разрешимости задач 1 и 2, и поэтому мы не будем специально останавливаться в вопросах
гладкости решения считая,что заданные функции являются достаточно гладкими.

Так как Γ0[u](x)|∂Ω = r ∂u
∂r

(x)
∣∣
∂Ω

= ∂u
∂r

∣∣
∂Ω

, то задачу 1 можно назвать некоторым
аналогом задачи Неймана для уравнения (5).

Отметим, что аналогичные задачи для уравнение (5) при g (x) = 0 изучены в работах
[1-3], а в более общем случае в работах [4,5].

Для исследования вопросов разрешимости задач 1 и 2 нам необходимо привести
некоторые сведения о функции Грина задачи Дирихле для уравнения (5).

Известно следующее утверждение (см. [4,6])
Лемма 3. Существует единственная функция G4,n (x, y) такая, что
1) удовлетворяет условиям

∆G4,n (x, y) = δ (x− y) , G4,n (x, y)|∂Ω = 0,
∂G

∂r
(x, y)

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

где δ (x− y) - дельта функция Дирака;
2) для любого g (x) ∈ L2 (Ω) решение задачи

∆2u (x) = g (x) , x ∈ Ω, u (x)|∂Ω = 0,
∂u

∂r
(x)

∣∣∣∣
∂Ω

= 0 (8)

представляется в виде u (x) =
∫
Ω

G4,n (x, y) g (y) dy.G4,n (x, y) называется функцией Грина

задачи (8).
В работах [4,6] построены явный вид функции Грина задачи Дирихле для случаев

n ≥ 2. Например, имеет место следующее утверждение.
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Лемма 4. В случае n-нечетное или n-четное и n > 4 функция Грина задачи (8)
представима в виде

G4,n (x, y) = c4,n

[
|x− y|4−n −

∣∣∣∣x |y| − y

|y|

∣∣∣∣4−n
]

+
4− n

2

∣∣∣∣x |y| − y

|y|

∣∣∣∣2−n g(x, y), (9)

где g(x, y) = (1− |x|2)(1− |y|2), c4,n = 1
2(4−n)(2−n)

· 1
ωn
, ωn =

Γ(n
2 )

2·π
n
2
.

Пусть v(x)− решение следующей задачи Дирихле:

∆2v (x) = g1 (x) , x ∈ Ω (10)

v (x)|∂Ω = ϕ1 (x) ,
∂v

∂r
(x)

∣∣∣∣
∂Ω

= ϕ2 (x) (11)

где g1 (x) , ϕ1 (x) , ϕ2 (x) -достаточно гладкие функции.
Легко показать, что если v1 (x) и v2 (x) решение задач{

∆v1 (x) = 0, x ∈ Ω
v1 (x) = ϕ1 (x) , x ∈ ∂Ω

,

{
∆v2 (x) = 0, x ∈ Ω
v2 (x) = 1

2

[
ϕ2 (x)− ∂v1

∂r
(x)
]
, x ∈ ∂Ω

то решение задачи (10)-(11) представляется в виде

v (x) =

∫
Ω

G4,n (x, y) g1 (y) dy + v1 (x) +
(
|x|2 − 1

)
v2 (x) (12)

Следующее утверждение устанавливает некоторые свойства функции (12).
Лемма 5. Пусть v (x) - решение задачи (10)-(11). Тогда справедливы утверждения:

1) если выполняется условие v (0) = 0, то

1

ωn

∫
∂Ω

[
ϕ1 (y)− 1

2
ϕ2 (y)

]
dSy = −

∫
Ω

G4,n (0, y) g1 (y) dy (15)

2) если выполняется условие (15), то v (0) = 0.
Доказательство. Пусть v (x) - решение задачи (10)-(11). Представим v (x) в виде

(12). Тогда

v (0) =

∫
Ω

G4,n (0, y) g1 (y) dy + v1 (0)− v2 (0)

Представим функции v1 (x) и v2 (x) в виде интеграла Пуассона

v1 (x) =
1

ωn

∫
∂Ω

1− |x|2

|x− y|n
ϕ1 (y) dSy, v2 (x) =

1

2ωn

∫
∂Ω

1− |x|2

|x− y|n
[
ϕ2 (y)− ∂v1 (y)

∂r

]
dSy
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Отсюда

v1 (0)− v2 (0) =
1

ωn

∫
∂Ω

[
ϕ1 (y)− 1

2
ϕ2 (y)

]
dSy +

1

2ωn

∫
∂Ω

∂v1

∂r
(y) dSy

Далее, так как для любого гармонического в шаре Ω функции w (x), для которого

функция
∂w

∂r
непрерывна на сфере ∂Ω имеет место равенство

∫
∂Ω

∂w

∂r
dSy = 0, то

∫
∂Ω

∂v1

∂r
(y)·

·dSy = 0. Следовательно,

v1 (0)− v2 (0) =
1

ωn

∫
∂Ω

[
ϕ1 (y)− 1

2
ϕ2 (y)

]
dSy.

Отсюда следует утверждения леммы. Лемма доказана.
Замечание 1. Используя представление функции Грина [4,6] легко найти значения

G4,n (0, y) . А именно:
1) если n = 2, то

G4,2 (0, y) =
1

8π
|y|2 ln |y| = 1

2(4− 2)
· 1

ω2

|y|2 ln |y| ;

2) если n = 4, то

G4,4 (0, y) = − 1

8π2
ln |y| = 1

2(2− 4)
· 1

ω4

ln |y| ;

3) если n-нечетное или n-четное и n > 4, то

G4,n (x, y) = c4,n

[
|y|4−n − 1 +

4− n
2

(
1− |y|2

)]
,

где c4,n = 1
2(2−n)(4−n)

· 1
ωn

Лемма 6. Если в задаче (10)-(11) функция g1 (x) имеет вид g1 (x) = Γ4 [g] (x) ≡

≡
(
r
∂

∂r
+ 4

)
g (x), то условие (13) можно переписать в виде:

1) если n = 2, то ∫
∂Ω

[2ϕ1 (y)− ϕ2 (y)] dSy =
1

2

∫
Ω

|y| g (y) dy (14)

2) если n = 4, то ∫
∂Ω

[2ϕ1 (y)− ϕ2 (y)] dSy = −1

2

∫
Ω

g (y) dy (15)

3) в остальных случаях∫
∂Ω

[2ϕ1 (y)− ϕ2 (y)] dSy = −1

2

∫
Ω

(
1− |y|2

)
g (y) dy (16)
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Доказательство. Пусть v (x) - решение задачи (10)-(11), выполняется условие v (0) =
0 и g1 (x) имеет вид g1 (x) =

(
r ∂
∂r

+ 4
)
g (x) .

Рассмотрим интеграл

I =

∫
Ω

G4,n (0, y) g1 (y) dy

Пусть ρ = |y|. Тогда в случае n = 2 получаем

I =

∫
Ω

G4,2 (0, y) g1 (y) dy =
1

4ω2

∫
Ω

|y|2 ln |y|
[
|y| ∂g

∂ |y|
+ 4g (y)

]
dy =

1

4ω2

[
I2

1 + I2
2

]
,

где

I2
1 =

∫
Ω

|y|2 ln |y| · |y| ∂g (y)

∂ |y|
dy, I2

2 = 4

∫
Ω

|y|2 ln |y| · g (y) dy.

Переходя к сферической системе координат, представим I2
1 в виде

I2
1 =

∫
|ξ|=1

1∫
0

ρ2 ln ρ · ρ∂g (ρ, ξ)

∂ρ
· ρdρdξ =

∫
|ξ|=1

1∫
0

ρ4 ln ρ
∂g

∂ρ
(ρ, ξ) dρdξ.

Обозначим внутренний интеграл символом I2
1,1. Тогда

I2
1,1 =

1∫
0

ρ4 ln ρ
∂g

∂ρ
(ρ, ξ) dρ = ρ4 ln ρ · g (ρ, ξ)

∣∣ρ=1

ρ=0
−

1∫
0

[
4ρ3 ln ρ+ ρ3

]
g (ρ, ξ) dρ =

= −4

1∫
0

ρ2 ln ρ · g (ρ, ξ) ρdρ−
1∫

0

ρg (ρ, ξ) ρdρ

Отсюда для интеграла I2
1 получаем представление

I2
1 = −4

∫
|ξ|=1

1∫
0

ρ2 ln ρg (ρ, ξ) ρdρdξ −
∫
|ξ|=1

1∫
0

ρg (ρ, ξ) ρdρdξ =

= −4

∫
Ω

|y|2 ln |y| g (y) dy −
∫
Ω

|y| g (y) dy.

Значит,

I =
1

4ω2

[
I2

1 + I2
2

]
= − 1

4ω2

∫
Ω

|y| g (y) dy

Тогда условие (13) можно переписать в виде (14). Пусть теперь n = 4 . Для I имеем

I = − 1

4ω4

∫
Ω

ln |y| · |y| ∂g
∂ |y|

(y) dy + 4

∫
Ω

ln |y| g (y) dy

 = − 1

4ω4

[
I4

1 + I4
2

]
,
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где

I4
1 =

∫
Ω

ln |y| · |y| ∂g (y)

∂ |y|
dy, I4

2 = 4

∫
Ω

ln |y| · g (y) dy.

Тогда

I4
1 =

∫
|ξ|=1

1∫
0

ln ρ · ρ∂g (ρ, ξ)

∂ρ
· ρ3dρdξ =

∫
|ξ|=1

1∫
0

ρ4 ln ρ
∂g

∂ρ
(ρ, ξ) dρdξ.

Далее, исследуем внутренний интеграл

1∫
0

ρ4 ln ρ
∂g

∂ρ
(ρ, ξ) dρ = ρ4 ln ρ · g (ρ, ξ)

∣∣ρ=1

ρ=0
−

1∫
0

[
4ρ3 ln ρ+ ρ3

]
g (ρ, ξ) dρ =

= −4

1∫
0

ρ3 ln ρ · g (ρ, ξ) dρ−
1∫

0

ρ3g (ρ, ξ) dρ

Отсюда для интеграла I4
1 получаем I4

1 = −4
∫
Ω

ln |y| g (y) dy −
∫
Ω

g (y) dy. Следовательно,

I = 1
4ωn

∫
Ω

g (y) dy. Значит, условие (13) в случае n = 4 можно переписать в виде

1

ω4

∫
∂Ω

[
ϕ1 (y)− 1

2
ϕ2 (y)

]
dSy = − 1

4ω4

∫
Ω

g (y) dy

Равенство (15) доказано.
Пусть теперь n 6= 2, 4. Тогда

I =
1

2(2− n)(4− n)ωn

∫
Ω

[
|y|4−n − 1 +

4− n
2

(
1− |y|2

)](
|y| ∂g (y)

∂ |y|
+ 4g (y)

)
dy =

=
1

2 (2− n) (4− n)
· 1

ωn
[In1 + In2 ] ,

где

In1 =

∫
|ξ|=1

1∫
0

ρn
[
ρ4−n − 1 +

4− n
2

(
1− ρ2

)] ∂g (ρ, ξ)

∂ρ
dρdξ,

In2 = 4

∫
Ω

[
|y|4−n − 1 +

4− n
2

(
1− |y|2

)]
g (y) dy.

Рассмотрим внутренний интеграл в In1 .

1∫
0

ρn
[
ρ4−n− 1 +

4− n
2

(
1−ρ2

)]∂g (ρ, ξ)

∂ρ
dρ=

[
ρ4− ρn+ 4− n

2
ρn
(
1− ρ2

)]
g (ρ, ξ)

∣∣∣∣ρ=1

ρ=0

−



Б.Х. Турметов, А.Е. Бекаева Об операторном методе решения некоторых . . . 68

−
1∫

0

[
4ρ3 − nρn−1 +

4− n
2

nρn−1
(
1− ρ2

)
− 4− n

2
· 2ρn+1

]
g (ρ, ξ) dρ =

= −4

1∫
0

ρ4−ng (ρ, ξ) ρn−1dρ+ n

1∫
0

g (ρ, ξ) ρn−1dρ−

−4− n
2
· n

1∫
0

(
1− ρ2

)
g (ρ, ξ) ρn−1dρ+

(4− n) · 2
2

1∫
0

ρ2g (ρ, ξ) ρn−1dρ

Отсюда для In1 , получаем

In1 = −4

∫
Ω

|y|4−n g (y) dy + n

∫
Ω

g (y) dy − (4− n)n

2

∫
Ω

(
1− |y|2

)
g (y) dy+

+
(4− n) 2

2

∫
Ω

|y|2 g (y) dy

Значит,

In1 + In2 = (n− 4)

∫
Ω

g (y) dy +
(4− n) 4− (4− n)n

2

∫
Ω

(
1− |y|2

)
g (y) dy+

+
(4− n) 2

2

∫
Ω

|y|2 g (y) dy =
(4− n) (2− n)

2

∫
Ω

(
1− |y|2

)
g (y) dy

Тогда
1

ω4

∫
∂Ω

[
ϕ1 (y)− 1

2
ϕ2 (y)

]
dSy = − 1

16ω4

∫
Ω

(
1− |y|2

)
g (y) dy

или ∫
∂Ω

[2ϕ1 (y)− ϕ2 (y)] dSy = −1

2

∫
Ω

(
1− |y|2

)
g (y) dy

т.е. получаем равенство (16).

Следствие 2. Если в задаче (10)-(11) функция g1 (x) имеет вид g1 (x) =

(
r
∂

∂r
+ 4

)m
·

·g (x), m = 2, 3 . . ., то условие (13) можно переписать в виде
1)
∫
∂Ω

[2ϕ1 (y)− ϕ2 (y)] dSy = 1
2

∫
Ω

|y|Γm−1
0 [g] (y) dy если n = 2;

2)
∫
∂Ω

[2ϕ1 (y)− ϕ2 (y)] dSy = −1
2

∫
Ω

Γm−1
0 [g] (y) dy если n = 4;

3)
∫
∂Ω

[2ϕ1 (y)− ϕ2 (y)] dSy = −1
2

∫
Ω

(
1− |y|2

)
Γm−1

0 [g] (y) dy для остальных значений n.

Теперь приведем основные утверждения.
Теорема 1. Пусть f1 (x), f2 (x), g (x) достаточно гладкие функции. Тогда для раз-

решимости задачи 1 необходимо и достаточно выполнение условий:
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1) если n = 2 , то (14)
2) если n = 4 , то (15)
3) для значений n -нечетное или n -четное и n > 4 выполнения условия (16).
Если решение задачи 1 существует, то оно единственно с точностью до постоянного

значения и представляется в виде

u (x) = C + Γ−1
0 [v] (x) , (17)

где v (x) - решение задачи Дирихле (10)-(11) с функциями g1 (x) = Γ4 [g] (x), ϕ1 (x) =
f1 (x), ϕ2 (x) = f2 (x), C - постоянное.

Доказательство. Предположим, что решение задачи 1 существует и пусть это u (x).
Применим к функции u (x) оператор Γ0 и обозначим v (x) = Γ0 [u] (x). Применим к функ-
ции v (x) оператор ∆2. В силу утверждения следствия 1.

∆2v (x) = ∆2Γ0 [u] (x) = Γ4

[
∆2u

]
(x) = Γ4 [g] (x) .

Кроме того выполняются условия

v (x)|∂Ω = Γ0 [u]|∂Ω = f1 (x) ,

∂v

∂r
(x)

∣∣∣∣
∂Ω

= r
∂v

∂r

∣∣∣∣
∂Ω

= r
∂

∂r
[Γ0 [u]] (x)

∣∣∣∣
∂Ω

= Γ2
0 [u] (x)

∣∣
∂Ω

= f2 (x)

Следовательно, v (x) является решением задачи (10)-(11) с функциями g1 (x) = Γ4 [g] (x),
f1 (x) = ϕ1 (x), f2 (x) = ϕ2 (x) . Так как r ∂u

∂r
(x)
∣∣
x=0

= 0 , то дополнительно выполняется
условие v (0) = 0.

Итак если u (x)− решение задачи 1, то функция v (x) = Γ0 [u] (x) будет решением
задачи (10)-(11) с дополнительным условием v (0) = 0. Причем по лемме 6 выполнение
условие v (0) = 0 влечет выполнений условий (14) (или (15) или (16)). Необходимость
доказана.

Докажем, что условие (14) (или (15) или (16)) является и достаточным для сущест-
вования решения задачи 1.

Если f1 (x), f2 (x), g (x) - достаточно гладкие функции и выполняется условие (14),
то решение задачи (10)-(11) существует, единственно и выполняется условие v (0) =
0. При выполнении этого условия к функции v (x) можно применит оператор Γ−1

0 и
следовательно можно рассмотреть функцию u (x) = Γ−1

0 [v] (x)+C. Применим к функции
u (x) оператор ∆2. Тогда

∆2u (x) = ∆2Γ−1
0 [v] (x) = Γ−1

4

[
∆2v

]
(x) = Γ−1

4 [Γ4 [g]] (x) = g (x) ,

Причем, Γ0 [u] (x) = Γ0

[
Γ−1

0 [v]
]

(x) + Γ0 [C] = v (x) и Γ2
0 [u] (x) = Γ0 [v] (x). Поэтому

Γ0 [u] (x)|∂Ω = f1 (x) , Γ2
0 [u] (x)|∂Ω = f2 (x).

Таким образом, функция u (x) = Γ−1
0 [v] (x) +C удовлетворяет всем условиям задачи

1. Теорема доказана.
Рассмотрим следующую задачу Неймана:

∆2u (x) = g (x) , x ∈ Ω (18)
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∂u

∂r
(x) = h1 (x) , x ∈ ∂Ω (19)

∂2u

∂r2
= h2 (x) , x ∈ ∂Ω (20)

Следствие 1. Пусть g (x) , h1 (x) , h2 (x) достаточно гладкие функции. Тогда для
разрешимости задачи (18)-(20) необходимо и достаточно выполнений условий:

1) при n = 2 ∫
∂Ω

[h1 (x)− h2 (x)] dSy =
1

2

∫
Ω

|y| g (y) dy

2) при n = 4 ∫
∂Ω

[h1 (x)− h2 (x)] dSy = −1

2

∫
Ω

g (y) dy

3) для остальных значений n∫
∂Ω

[h1 (x)− h2 (x)] dSx =
1

2

∫
Ω

(
|y|2 − 1

)
g (y) dy

Доказательство. Доказательство приведем для случая n 6= 2, 4. Так как выполня-

ются равенства
∂u

∂r
(x)

∣∣∣∣
∂Ω

= Γ0 [u] (x)|∂Ω и
∂2u

∂r2
(x)

∣∣∣∣
∂Ω

= r2∂
2u

∂r2
(x)

∣∣∣∣
∂Ω

= [Γ2
0[u](x) −

− Γ0[u](x)]|∂Ω, то решение задачи (18)-(20) будет решением задачи 1 с граничными функ-
циями

f1 (x) = h1 (x) , f2 (x) = h1 (x) + h2 (x) .

Тогда условие разрешимости задачи 1 будет имеет вид∫
∂Ω

[2f1 (x)− f2 (x)] dSx =

∫
∂Ω

[2h1 (x)− h1 (x)− h2 (x)] dSx =

=

∫
∂Ω

[h1 (x)− h2 (x)] dSx =
1

2

∫
Ω

(
|y|2 − 1

)
g (y) dy

Следствие доказано.
Замечание 2.Отметим, что условие разрешимости задачи (18)-(20) найденный в

работе [5] имеет вид ∫
∂Ω

[h1 (x)− h2 (x)] dSx =

= d(n− 4)

∫
∂Ω

∫
Ω

[
(2− n)|x− y|−n (1− (x, y))2 + |x− y|2−n(x, y)

]
g (y) dy,

где d =
Γ
(
n
2
− 2
)

ωn
.



71 Вестник КазНУ, сер. мат., мех., инф. 2011, №4(71)

Замечание 3. Заметим, что условие разрешимости задачи Неймана для уравнения
Пуассона ∆u(x) = g(x), x ∈ Ω, ∂u(x)

∂r
= f(x), x ∈ ∂Ω имеет вид∫

∂Ω

f(x)dSx =

∫
Ω

g (y) dy

и следовательно не зависит от размерности области.
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