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К глобальной асимптотической устойчивости динамических систем с
цилиндрическим фазовым пространством
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Институт математики и механики КазНУ им.аль-Фараби,Алматы

Аннотация

Предлагаются новые эффективные критерии глобальной асимптотической устойчивости
динамических систем с цилиндрическим фазовым пространством на основе оценки несоб-
ственных интегралов.

Постановка задачи.
В теории динамических систем с цилиндрическим фазовым пространством исследуются

свойства решений дифференциальных уравнений следующего вида

ẋ = Ax+Bϕ(σ), σ̇ = Cx+Rϕ(σ), x(0) = x0, σ(0) = σ0, t ∈ I = [0,∞), (1)

ϕ(σ) ∈ Φ0 = {ϕ(σ) ∈ C1(R1, R1)|µ1 <
dϕ(σ)

dσ
< µ2, ϕ(σ) = ϕ(σ + ∆), ∀σ, σ ∈ R1}, (2)

где A,B,C,R — постоянные матрицы порядков n × n, n × 1, 1 × n, 1×1 соответственно, ∆
— период функции ϕ(σ), µ1, µ2 — заданные числа, Reλj(A) < 0, j = 1, n, λj — собственные
значения матрицы A.

Положение равновесия системы (1), (2) определяется из решения алгебраических уравнений
Ax∗+Bϕ(σ∗) = 0, Cx∗+Rϕ(σ∗) = 0. Если величина R−CA−1B 6= 0, то стационарное множество
Λ системы (1), (2) равно Λ={(x∗, σ∗)∈Rn+1|x∗=0, ϕ(σ∗)=0}.

Стационарное множество Λ системы (1), (2) глобально асимптотически устойчиво, если для
любой функции ϕ(σ) ∈ Φ0 и любого начального состояния (x0, σ0) ∈ Rn+1, |x0| < ∞, |σ0| <
∞, решение системы x(t) = x(t; 0, x0, σ0, ϕ), σ(t) = σ(t; 0, x0, σ0, ϕ), t ∈ I обладает свойством
x(t)→ x∗ = 0, σ(t)→ σ∗ при t→∞, где ϕ(σ∗) = 0.

Критерием глобальной асимптотической устойчивости системы (1), (2) называются соотно-
шения, связывающие конструктивные параметры системы (A,B,C,R, µ1, µ2), при выполнении
которых стационарное множество Λ глобально асимптотически устойчиво.

Рассматриваются, в отдельности, следующие два случая:

1.

σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0,∀σ, σ ∈ R1; 2.

σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ 6= 0,∀σ, σ ∈ R1.

В работе решены следующие задачи:
Задача 1. Найти новый эффективный критерий глобальной асимптотической устойчивости

стационарного множества Λ системы (1), (2) для случая, когда
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0 для любого

σ, σ ∈ R1.
Задача 2. Найти новый эффективный критерий глобальной асимптотической устойчивости

стационарного множества Λ системы (1), (2) для случая, когда
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0 для любого

σ, σ ∈ R1.

Нелокальному исследованию свойств решений таких систем посвящены работы [1-5]. Ос-
новы качественных и качественно-численных методов изложены в [1,2]. Исследование свойств
решений системы (1), (2) путем построения периодической функции Ляпунова приведено в
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[3]. В работах [4,5] получены частотные критерии глобальной асимптотической устойчивости
и предложен метод сведения. Несмотря на то, что каждые последующие работы нацелены на
улучшение результатов предыдущих работ, является актуальным разработка новых эффектив-
ных критериев глобальной асимптотической устойчивости.

В отличие от работ [1-5], другой подход к исследованию свойств решений системы (1), (2)
предложен в работах [6-11]. Данная работа является продолжением этих научных исследова-
ний. В отличие от известных методов, критерии глобальной асимптотической устойчивости
получены на основе оценки несобственных интегралов вдоль решения системы. Примечатель-
но то, что известные результаты, приведенные в [1-5], следуют из новых критериев глобальной
асимптотической устойчивости.

Неособое преобразование. Для формулировки основных результатов целесообразно ис-
ходную систему (1) путем неособого преобразования привести к специальному виду.

Пусть ∆(λ) = det(λIn−A) = λn+an−1λ
n−1 + . . .+a1λ

1 +a0 — характеристический полином
матрицы A. Как следует из теоремы Гамильтона-Кэли, ∆(A) = 0. Тогда An = = −an−1A

n−1 −
an−2A

n−2 − . . .− a1A− a0In, где In — единичная матрица порядка n× n.
Справедлива следующая лемма.

Лемма 1 . Пусть постоянный вектор θ∗ ∈ Rn такой, что

θB = 0, θAB = 0, . . . , θAn−2B = 0, θAn−1B 6= 0, (3)

где (∗) — знак транспонирования, θ — вектор-строка.
Тогда первое уравнение из (1) может быть представлено в виде

ẏ1 = y2, ẏ2 = y3, . . . , ẏn−1 = yn,
ẏn = −a0y1 − a1y2 − . . .− an−1yn + θAn−1Bϕ(σ),

(4)

где y1 = θx, y2 = θAx, . . . , yn = θAn−1x, x = x(t), yi = yi(t), i = 1, n.

Лемма 2 Пусть выполнены условия леммы 1, и пусть, кроме того, ранг матрицы

R = ‖θ∗, A∗θ∗, . . . , A∗n−1θ∗‖ (5)

порядка n× n равен n. Тогда:
1) существует вектор-строка β = (β0, β1, . . . , βn−1) такой, что

σ̇ = β0y1 + β1y2 + . . .+ βn−1yn +Rϕ(σ); (6)

2) если y1 = θx = 0, y2 = θAx = 0, . . . , yn = θAn−1x = 0, то x = 0.

Из лемм 1, 2 следует, что, если выполнены равенства (3) и ранг R=n, то система (1) рав-
носильна системе (4), (6). Более того, из lim

t→∞
yi(t)=0, i=1, n следует, что lim

t→∞
x(t)=0.

Свойства решений. Представляет интерес исследование общего свойства решения систе-
мы (1), (2), а также систем (4), (6), (2).

Теорема 1 . Пусть матрица A — гурвицева ,т.е. Reλj(A) < 0, j = 1, n, функция ϕ(σ) =
ϕ(σ + ∆) ∈ Φ0 и пусть, кроме того, выполнены равенства (3) и ранг R = n.

Тогда верны оценки

|x(t)| ≤ l1, |ẋ(t)| ≤ l2, t ∈ I = [0,∞), (7)



31 Вестник КазНУ, сер. мат., мех., инф. 2010, №2(65)

|yi(t)| ≤ mi1, |ẏi(t)| ≤ mi2, i = 1, n t ∈ I, (8)

|σ̇(t)| ≤ c0, ∀t, t ∈ I, (9)

где l1 = const <∞, l2 = const <∞, mi1 = const <∞, mi2 = const <∞, c0 = const <∞. Кроме
того, функции x(t), yi(t), i = 1, n, σ(t), t ∈ I — равномерно непрерывны.

Теорема 2 . Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда вдоль решения системы (4), (6)
верны тождества

ϕ(σ(t)) = κ−1[ω(t) + a0y1(t) + a1y2(t) + . . .+ an−1yn(t)], t ∈ I, (10)

σ̇(t) = δ0ω(t) + δ1y1(t) + δ2y2(t) + . . .+ δnyn(t), t ∈ I, (11)

ξ(t) =
dϕ(σ(t))

dt
= κ−1[ω̇(t) + a0y2(t) + a1y3(t) + . . .+ an−1ω(t)], t ∈ I, (12)

где ω(t)=ẏn(t), ω̇(t)=ÿn(t), t∈I, δ0 = Rκ−1, κ = θAn−1B, δj = βj−1 +Rκ−1aj−1, j = 1, n.

Несобственные интегралы. На основе тождеств (10)-(12) и включения ϕ(σ) ∈ Φ0 могут
быть получены оценки несобственных интегралов вдоль решения системы (4), (6).

Теорема 3 . Пусть выполнены условия лемм 1,2, матрица A — гурвицева, функция ϕ(σ) ∈
Φ0. Тогда для любой величины τ1 > 0 вдоль решения системы (4), (6) несобственный интеграл

I1 = lim
T→∞

T∫
0

[µ1σ̇(t)− ξ(t)]τ1[ξ(t)− µ2σ̇(t)]dt = lim
T→∞

T∫
0

[M0ω̇
2(t) +M1ω

2(t)+

+M2y
2
1(t) + . . .+Mn+1y

2
n(t)]dt+ lim

T→∞

T∫
0

[
d

dt
F1(t)

]
dt ≥ 0,

(13)

∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

[
d

dt
F1(t)

]
dt

∣∣∣∣∣∣ = | lim
T→∞

F1(T )− F1(0)| <∞. (14)

Теорема 4 Пусть выполнены условия лемм 1,2, матрица A — гурвицева, функция ϕ(σ) ∈
Φ0. Тогда для любых величины γ0, γ1, . . . , γn+1 вдоль решения системы (4), (6) несобственный
интеграл

I2 = lim
T→∞

T∫
0

[γ0ω̇(t) + γ1ω(t) +

n∑
i=1

γi+1yi(t)]
2dt = lim

T→∞

T∫
0

[Γ0ω̇
2(t) + Γ1ω

2(t)+

+Γ2y
2
1(t) + . . .+ Γn+1y

2
n(t)]dt+ lim

T→∞

T∫
0

[
d

dt
F2(t)

]
dt ≥ 0,

(15)

∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

[
d

dt
F2(t)

]
dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
T→∞

F2(T )− F2(0)

∣∣∣∣ <∞. (16)

Для случая, когда
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0, ∀σ, σ ∈ R1 верна следующая теорема.
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Теорема 5 .Пусть выполнены условия лемм 1,2, матрица A — гурвицева, функция ϕ(σ) ∈ Φ0,
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0. Тогда для любой величины τ3 вдоль решения (4), (6) несобственный интеграл

I3 = lim
T→∞

T∫
0

ϕ(σ(t))τ3σ̇(t)dt = lim
T→∞

T∫
0

[N1ω
2(t) +N2y

2
1(t) + . . .+Nn+1y

2
n(t)]dt+

+ lim
T→∞

T∫
0

[
d
dtF3(t)

]
dt = lim

T→∞

σ(T )∫
σ(0)

ϕ(σ(t))τ3dσ <∞,
(17)

∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

[
d

dt
F3(t)

]
dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
T→∞

F3(T )− F3(0)

∣∣∣∣ <∞. (18)

Рассмотрим случай, когда
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0. Пусть величина β =
σ+∆∫
σ
|ϕ(σ)|dσ, где α, β —

известные числа. Пусть величина ν =
α

β
.

Теорема 6 . Пусть выполнены условия лемм 1,2 , матрица A — гурвицева, функция ϕ(σ) ∈

Φ0,
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0. Тогда для любых величин τ4, τ5 > 0 вдоль решения системы (4), (6)

несобственный интеграл

I4 = lim
T→∞

T∫
0

[
ϕ(σ(t))τ4σ̇(t)− τ24 ν

2

4τ5
ϕ2(σ(t))− τ5σ̇

2(t)
]
dt = lim

T→∞

T∫
0

[P1ω
2(t)+

+P2y
2
1(t) + . . .+ Pn+1y

2
n(t)]dt+ lim

T→∞

T∫
0

[
d
dtF4(t)

]
dt ≤

≤ lim
T→∞

T∫
0

[ϕ(σ(t))− ν|ϕ(σ(t))|]τ4σ̇(t)dt <∞,

(19)

∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

[
d
dtF4(t)

]
dt

∣∣∣∣∣ = | lim
T→∞

F4(T )− F4(0)| <∞,∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

[ϕ(σ(t))− ν|ϕ(σ(t))|]τ4σ̇(t)dt

∣∣∣∣∣ <∞.
(20)

Теорема 7 .Пусть выполнены условия лемм 1,2, матрица A — гурвицева, функция ϕ(σ) ∈ Φ0,
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0. Тогда для любых величин δ1 > 0, δ2, δ3 вдоль решения системы (4), (5)

несобственный интеграл

I5 = lim
T→∞

T∫
0

[
−δ1ξ

2 − δ2
2

δ1
σ̇2 − δ2

3ν
2

δ1
ϕ2 − 2δ2ξσ̇ +

δ2δ3

δ1
ϕσ̇

]
dt =

= lim
T→∞

T∫
0

[L0ω̇
2 + L1ω

2 + L2y
2
1 + . . .+ Ln+1y

2
n]dt+ lim

T→∞

T∫
0

[
d

dt
F5(t)

]
dt ≤

≤ lim
T→∞

T∫
0

(
−2δ3ν

δ1

)
ξ|ϕ|dt+ lim

T→∞

T∫
0

δ2δ3

δ1
[ϕ− ν|ϕ|]σ̇dt <∞,

(21)
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∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

(
−2δ3ν

δ1

)
ξ|ϕ|dt

∣∣∣∣∣∣ <∞,
∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

δ2δ3

δ1
[ϕ− ν|ϕ|]σ̇dt

∣∣∣∣∣∣ <∞ (22)

Теорема 8 .Пусть выполнены условия лемм 1,2, матрица A — гурвицева, функция ϕ(σ) ∈ Φ0.
Тогда для любых величин h0, h1, h2, вдоль решения системы (4), (6) несобственный интеграл

I6 = lim
T→∞

T∫
0

[h0σ̈(t) + h1σ̇(t) + h2ϕ(σ(t))]2dt = lim
T→∞

T∫
0

[H0ω̇
2(t) +H1ω

2(t)+

+H2y
2
1(t) + . . .+Hn+1y

2
n(t)]dt+ lim

T→∞

T∫
0

[
d

dt
F6(t)

]
dt ≥ 0,

(23)

∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

T∫
0

[
d

dt
F6(t)

]
dt

∣∣∣∣∣∣ = | lim
T→∞

F6(T )− F6(0)| <∞. (24)

Глобальная асимптотическая устойчивость. На основе результатов изложенных выше,
могут быть сформулированы критерии глобальной асимптотической устойчивости стационар-
ного множества Λ системы (1), (2) для случаев

а)
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0; б)
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0

в отдельности.

Теорема 9 .Пусть выполнены следующие условия:

1) матрица A — гурвицева, ϕ(σ) ∈ Φ0, функция
dϕ(σ)

dσ
— равномерно непрерывна для

любого σ, σ ∈ R1;

2) существует вектор θ∗ ∈ Rn такой, что θB = 0, θAB = 0, . . . , θAn−2B = 0, κ =
θAn−1B 6= 0;

3) ранг матрицы R = ‖θ∗, Aθ∗, . . . , A∗n−1θ∗‖ равен n;

4)
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0;

5) выполнены равенства M0 + Γ0 = 0,Mi + Γi = Ni, i = 1, n+ 1;

Тогда стационарное множество Λ системы (1), (2) глобально асимпотически устойчиво.

Теперь рассмотрим случай, когда

ϕ(σ) ∈ Φ0 = {ϕ(σ) ∈ C1(R1, R1)|µ1 <
dϕ(σ)

dσ
< µ2, ϕ(σ) = ϕ(σ + ∆), ∀σ, σ ∈ R1}. (25)

Теорема 10 . Пусть выполнены условия 1) - 4) теоремы 9, и пусть, кроме того, выполнены
равенства

M0 +H0 = 0, Mi +Hi = Ni, i = 1, n+ 1. (26)
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Тогда

lim
T→∞

[h0σ̈(t) + h1σ̇ + h2ϕ(σ(t))] = 0. (27)

Если, кроме того, решение системы второго порядка

h0z̈ + h1ż + h2ϕ(z) = 0, t ∈ I (28)

глобально асимптотически устойчиво, то стационарное множество Λ системы (1), (25)
глобально асимптотически устойчиво.

Теоремы 9-10 были сформулированы и доказаны для случая, когда
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0. Теперь

рассмотрим случай, когда
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0.

Теорема 11 . Пусть выполнены условия теоремы 6, и пусть, кроме того:

1.
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0, β =
σ+∆∫
σ
|ϕ(ξ)|dξ, ν =

α

β
,
dϕ

dσ
–равномерно непрерывна.

2. выполнены равенства M0 + Γ0 = 0,Mi + Γi = Pi, i = 1, n+ 1.
Тогда стационарное множество Λ системы (1), (2) глобально асимптотически устойчи-

во.

Теорема 12 . Пусть выполнены условия теоремы 7, и пусть, кроме того:

1.
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0, β =
σ+∆∫
σ
|ϕ(ξ)|dξ, ν =

α

β
, функция ψ(σ) =

dϕ(σ)

dσ
— равномерно

непрерывна по σ, σ ∈ R1;
2. выполнены равенства M0 +H0 = L0,Mi +Hi = Li, i = 1, n+ 1.
Тогда стационарное множество Λ системы (1), (2) глобально асимптотически устойчи-

во.

Теорема 13 . Пусть выполнены условия теоремы 8, и пусть, кроме того:

1.
σ+∆∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α 6= 0, β =
σ+∆∫
σ
|ϕ(ξ)|dξ, ν = α

β , функция ψ(σ) = dϕ(σ)
dσ –равномерно

непрерывна по σ, σ ∈ R1;
2. выполнены равенства

M0 +H0 = L0,Mi +Hi = Li, i = 1, n+ 1. (29)

Тогда lim
T→∞

[h0σ̈(t) + h1σ̇(t) + h2ϕ(σ(t))] = 0.

Если, кроме того, решение системы второго порядка h0z̈ + h1ż + h2ϕ(z) = 0, t ∈ I глобально
асимптотически устойчиво, то стационарное множество Λ системы (1), (25) глобально
асимптотически устойчиво.

Замечание. Теоремы 9, 11, 12 были доказаны для случая, когда µ1<ψ(σ)<µ2, ∀σ, σ ∈ R1,
где ψ(σ) = dϕ

dσ . Данные теоремы остаются верными и для случая µ1 ≤ ψ(σ) ≤ µ2, ∀σ, σ ∈ R1,
если многообразие [µ1 − ψ(σ)][ψ(σ) − µ2] = 0 не содержит целых траекторий, кроме точек
стационарного множества Λ.

Отметим, что многообразие [µ1 − ψ(σ)][ψ(σ) − µ2] = 0 содержит целые траектории, если
[µ1 − ψ(σ(t))][ψ(σ(t))− µ2] ≡ 0, ∀t, t ∈ [t∗,∞), где σ(t), t ∈ [t∗,∞) — решение системы (1), (2).
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Заметим, что если µ1 ≤ ψ(σ) ≤ µ2,∀σ, σ ∈ R1, то [µ1 − ψ(σ)][ψ(σ) − µ2] ≥ 0, ∀σ, σ∈R1.
Произведение 0 ≤ [µ1σ̇(t) − ξ(t)]τ1[ξ(t) − µ2σ̇(t)] = τ1[µ1 − ψ(σ(t))][ψ(σ(t)) − µ2]σ̇2(t), τ1 >
0, ∀t, t ∈ [t∗,∞). Если многообразие [µ1 − ψ(σ)][ψ(σ)− µ2] = 0 не содержит целых траекторий,
то из оценки 0 ≤ I1 = lim

T→∞
[µ1σ̇(t) − ξ(t)]τ1[ξ(t) − µ2σ̇(t)]dt < ∞, следует, что σ̇(t) → 0 при

t→∞.
В качестве примера рассмотрены уравнения движения системы фазовой автоподстройки

частоты с пропорционально интегрирующим фильтром [12], решение которого подтвердило
эффективность предлагаемого метода.
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