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Аннотация

В работе получено многообразие непрерывных решений одной эллиптической системы
дифференциальных уравнений в частных производных с сингулярной линией и точкой на
плоскости и решена задача типа Робина для нее в бесконечно угловой области свободного
раствора.

Пусть 0 < ϕ1 ≤ 2π и G = {z = x + iy = reiϕ : 0 ≤ r <∞, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ1}. Рассмотрим в
области G уравнение

Uzz +
α(ϕ)

2r
(Uz − Uz) +

β(ϕ)U

4(x− y)λr2−λ
=
f(ϕ)rν+λ−2

4(x− y)λ
, (1)

где α(ϕ), β(ϕ), f(ϕ) ∈ C[0, ϕ1]; ν ≥ 2, 0 < λ < 1 -дейcтвительные числа, причем β(ϕ) 6= 0
для всех ϕ ∈ [0, ϕ1];

Uz =
1

2
(Ux + iUy) , Uz =

1

2
(Ux − iUy) , Uzz = (Uz)z (2)

Насколько нам известно, уравнения одновременно с сингулярной линией и точкой вида
(1) ранее не были рассмотрены. Частные виды этого уравнения встречаются в задачах
математической физики и дифференциальной геометрии. А.Бицадзе получено общее ре-
шение уравнения (1) и решена задача Дирихле для этого уравнения при α(ϕ) ≡ β(ϕ) ≡
f(ϕ) ≡ 0 [1]. При λ = 0 уравнение (1) становится уравнением только с сингулярной
точкой. Уравнение второго порядка с сингулярной точкой изученo в [2].
Решения уравнения (1) ищем в классе функций

Wp
2(G)

⋂
C(G), p ≥ 1, (3)

где Wp
2(G)-пространство С.Л.Соболева [3].

Дифференциальные операторы (2) в полярных координатах записываются в виде [4]:
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)
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eiϕ
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(
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)
, Uzz =

1

4

(
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1

r
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r2
Uϕϕ

)
(4)

Применяя формулы (4), уравнение (1) записываем в полярных координатах:

Urr +
1

r
(1− 2i sinϕ · α(ϕ))Ur −

2i

r2
cosϕ · α(ϕ)Uϕ =

=
f(ϕ)

(cosϕ− sinϕ)λ
rν−2 − β(ϕ)Uϕ

r2(cosϕ− sinϕ)λ
(5)
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Решения уравнения (5) из класса (3) будем искать в виде

U(r, ϕ) = rνψ(ϕ), (6)

где ψ(ϕ) - новая неизвестная функция из класса C2[0, ϕ1].
Подставив функцию, заданную формулой (6), в уравнение (5), получим

ψ′′ − 2α(ϕ)i cosϕ · ψ′ + (ν2 − 2νiα(ϕ) sinϕ)ψ =

=
f(ϕ)

(cosϕ− sinϕ)λ
− β(ϕ)

(cosϕ− sinϕ)λ
ψ (7)

Пусть ψ1(ϕ), ψ2(ϕ) - фундаментальная система решений уравнения (7) при β(ϕ) ≡
f(ϕ) ≡ 0. Такая фундаментальная система решений существует в силу того, что ко-
эффициенты уравнения (7) при β(ϕ) ≡ f(ϕ) ≡ 0 непрерывны в [0, ϕ1].
Применяя метод вариации постоянных, уравнение (7) приводим к интегральному урав-
нению

ψ(ϕ) = (Bψ)(ϕ) + c1J0(ϕ) + c2I0(ϕ) + F0(ϕ), (8)

где

J0(ϕ) = ψ1(ϕ), I0(ϕ) = ψ2(ϕ), (Bψ)(ϕ) =

ϕ∫
0

b(ϕ, γ)ψ(γ)dγ, F0(ϕ) =

ϕ∫
0

g(ϕ, γ)dγ,

b(ϕ, γ) =
β(γ)(ψ1(ϕ)ψ2(γ)− ψ1(γ)ψ2(ϕ))

(cos γ − sin γ)λ∆(γ)
, g(ϕ, γ) = −f(γ)

β(γ)
b(ϕ, γ),

∆(ϕ) = ψ1(ϕ)ψ′2(ϕ)− ψ′1(ϕ)ψ2(ϕ).

∆(ϕ) 6= 0 в [0, ϕ1] как вронскиан фундаментальной системы решений уравнения (7) при
β(ϕ) ≡ f(ϕ) ≡ 0.
Из условий 0 < λ < 1,∆(ϕ) 6= 0 вытекает, что несобственные интегралы, определяющие
функции (Bψ) (ϕ) и F0(ϕ), сходятся.
Далее используем следующие функции и операторы:

(B0ϕ) (ϕ) = ψ(ϕ), (B1ϕ) (ϕ) = (Bψ) (ϕ),
(
Bkϕ

)
(ϕ) =

(
Bk−1ψ

)
(ϕ),

Jk(ϕ) =
ϕ∫
0

b(ϕ, γ)Jk−1(γ)dγ, Ik(ϕ) =
ϕ∫
0

b(ϕ, γ)Ik−1(γ)dγ,

Fk(ϕ) =
ϕ∫
0

b(ϕ, γ)Fk−1(γ)dγ(k = 1,∞).

Действуя оператором В на равенство (8), получаем новое выражение для (Bψ)(ϕ) ,
которое обратно подставляем в (8):

ψ(ϕ) =
(
B2ψ

)
(ϕ) + c1J0(ϕ) + c1J1(ϕ) + c2I0(ϕ) + c2I1(ϕ) + F0(ϕ) + F1(ϕ) (9)

Опять действуя оператором В на равенство (9), получим другое новое выражение для
(Bψ)(ϕ), которое снова подставляем в (8):

ψ(ϕ) =
(
B3ψ

)
(ϕ) + c1 (J0(ϕ) + J2(ϕ)) + c1J1(ϕ) + c2 (I0(ϕ) + I2(ϕ)) + c2I1(ϕ)+
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+F0(ϕ) + F1(ϕ) + F2(ϕ).

Повторяя этот процесс 2n-1 раз, имеем интегральное представление для ψ(ϕ)

ψ(ϕ) =
(
B2nψ

)
(ϕ) + c1

n∑
k=0

J2k(ϕ) + c1

n∑
k=1

J2k−1(ϕ) + c2

n∑
k=0

I2k(ϕ)+

+c2

n∑
k=1

I2k−1(ϕ) +
2n−1∑
k=0

Fk(ϕ) (10)

Имеют место следующие легко проверяемые оценки:

|
(
Bkψ

)
(ϕ)| ≤ |ψ|0 ·

(|b|1 · ϕ)k

k!
, |Jk(ϕ)| ≤ |ψ1|0 ·

(|b|1 · ϕ)k

k!
,

|Ik(ϕ)| ≤ |ψ2|0 ·
(|b|1 · ϕ)k

k!
, |Fk(ϕ)| ≤ |g|1 ·

(|b|1 · ϕ)k

k!
· ϕ, (11)

где
|b|1 = max

0≤ϕ,γ≤ϕ1

|b(ϕ, γ)|, |g|1 = max
0≤ϕ,γ≤ϕ1

|g(ϕ, γ)|, |ψ|0 = max
0≤ϕ≤ϕ1

|ψ(ϕ)|.

Переходя к пределу в (10) при n→∞, при этом используя оценки (11), получим

ψ(ϕ) = c1P2(ϕ) + c1P1(ϕ) + c2Q2(ϕ) + c2Q1(ϕ) + F (ϕ), (12)

где

P1(ϕ) =
∞∑
k=1

J2k−1(ϕ), P2(ϕ) =
∞∑
k=0

J2k(ϕ), Q1(ϕ) =
∞∑
k=1

I2k−1(ϕ),

Q2(ϕ) =
∞∑
k=0

I2k(ϕ), F (ϕ) =
∞∑
k=0

Fk(ϕ).

Используя неравенства (11), оценим функции P1(ϕ), P2(ϕ), Q1(ϕ), Q2(ϕ), F (ϕ):

|P1(ϕ)| ≤ |ψ1|0 sh(|b|1 · ϕ), |P2(ϕ)| ≤ |ψ1|0 ch(|b|1 · ϕ),

|Q1(ϕ)| ≤ |ψ2|0 ch(|b|1 · ϕ), |Q2(ϕ)| ≤ |ψ2|0 sh(|b|1 · ϕ),

|F (ϕ)| ≤ |g|1 exp (|b|1 · ϕ) · ϕ.
Из формул (6) и (12) следует

U(r, ϕ) = rν (c1P2(ϕ) + c1P1(ϕ) + c2Q2(ϕ) + c2Q1(ϕ) + F (ϕ)) (13)

Используя свойства функций P1(ϕ), P2(ϕ), Q1(ϕ), Q2(ϕ), F (ϕ), можно показать, что функ-
ция U(r, ϕ),определяемая по формуле (13), принадлежит классу (3) и удовлетворяет
уравнению (1). Следовательно имеет место

Теорема 1 Уравнение (1) имеет многообразие решений из класса (3), которое опре-
деляется по формуле (13).
Теперь рассмотрим краевую задачу типа Робина для уравнения (1).
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Задача R Найти решение уравнения (1) в классе (3), удовлетворяющее граничным
условиям

U(r, 0) = α1r
ν , U ′ϕ(r, 0) = α2r

ν , (14)

где α1, α2-действительные числа.

Решение задачи Для решения задачи используем формулу (13). Имеем

P1(0) = Q1(0) = F (0) = 0, P2(0) = ψ1(0), Q2(0) = ψ2(0),

P ′1(0) = Q′1(0) = F ′(0) = 0, P ′2(0) = ψ′1(0), Q′2(0) = ψ′2(0) (15)

Если подставим (13) в (14), то с учетом (15) получим

c1ψ1(0) + c2ψ2(0) = α1, c1ψ
′
1(0) + c2ψ

′
2(0) = α2.

Так как ∆(0) 6= 0, то решение этой системы существует и определяется по формуле

c1 =
α1 · ψ′2(0)− α2 · ψ2(0)

∆(0)
, c2 =

α2 · ψ1(0)− α1 · ψ′1(0)

∆(0)

Полученные значения c1 и c2 подставляем в (13):

U(r, ϕ) =
rν

∆(0)

(
(α1 · ψ′2(0)− α2 · ψ2(0))P2(ϕ) +

(
α1 · ψ′2(0)− α2 · ψ2(0)

)
P1(ϕ)+

+ (α2 · ψ1(0)− α1 · ψ′1(0))Q2(ϕ) +
(
α2 · ψ1(0)− α1 · ψ′1(0)

)
Q1(ϕ) + F (ϕ)

)
(16)

Таким образом справедлива

Теорема 2 Задача R имеет единственное решение в виде (6), которое определяется
по формуле (16).
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