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Аннотация

В предлагаемой работе исследуется асимптотическая эквивалентность разностно-дина-
мических систем (РДС) при некоторых ограничениях. Эквивалентности с этими ограниче-
ниями были названы покомпонентной асимптотической эквивалентностью. Получены ре-
зультаты по разбиению совокупности РДС на классы эквивалентности покомпонентным
свойствам, в которых поведение решений в бесконечности, в некотором смысле, однородно.
Полученный результат является аналогом работы В.В.Немыцкого, который носит назва-
ние эквивалентность по Немыцкому для систем дифференциальных уравнений. Из этой
работы следует, как частный случай, асимптотическая эквивалентность по Ляпунову, по
Левинсону, по Брауеру.

Классификация разностно-динамических систем на основе асимптотических свойств
решений всегда занимает центральное место в задачах качественной теории РДС [1,2,3].
В общем случае эта задача (как в дифференциальных системах [4,5]) укладывается в
следующую схему. Рассматривается некоторая совокупность РДС, где решения опреде-
лены и некоторая группа преобразований, которая индуцирует отношение эквивалент-
ности. Цели классификаций – получение всей совокупности инвариантов группы пре-
образований и распределение всех РДС по классам эквивалентности. Если в качестве
совокупности РДС будем брать линейные однородные РДС, тогда важнейшей группой
допустимых преобразований является группа преобразований Ляпунова [1,6]. Если к
ней добавить задачу о вычислении инвариантов и их устойчивости, то эта совокупность
совместно с методами решения составляет суть первого метода Ляпунова [5].

В [7] исследовалась асимптотическая эквивалентность РДС при некоторых ограни-
чениях и была названа “покомпонентной асимптотической эквивалентностью”. В пред-
лагаемой работе продолжается исследование задачи, поставленной в [7]. А именно со-
вокупность РДС разбивается на классы эквивалентности покомпонентным свойствам,
в которых поведение решений в бесконечности, в некотором смысле, однородно. Этот
вопрос для обыкновенных дифференциальных уравнений в свое время был рассмот-
рен Немыцким (в последствии получило название асимптотическая эквивалентность по
Немыцкому). Нами доказано, что такое разбиение возможно и для РДС. Можно отме-
тить, что из полученных результатов следует аналог эквивалентности Брауера, Ляпу-
нова и Левинсона [4, 5, 8].

Рассмотрим РДС

xn+1 = A (n)xn + f (n, xn) , (1)

yn+1 = A (n) yn, (2)
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где A(n): Nn0 → Rl – непрерывные отображения, f ∈ C(D).

‖f (n, xn)‖ ≤ λ
(
n, |xi1,n|, ...,

∣∣xiq ,n∣∣) ≤ ψ (n)
∥∥xiq ,n∥∥, (3)

здесь xi1n, . . . , xiqn – компоненты вектора x, 1 ≤ i1 ≤ ... ≤ iq, xq = colon
(
xi1n, ... , xiqn

)
,

xiqn ∈ Rq. ‖ ‖ – евклидова норма.
λ : Nn0 ×R

q
+ → N ∪ {0} Rq

+ =
{

(ϕ1, ..., ϕq) : ϕi ≥ 0, i = 1, q
}
,

λ (n, ϕ1, ..., ϕq) ≤ λ (n, ϕ1, ..., ϕq) при ϕi ≤ ϕi

(
i = 1, q

)
и ∀n ∈ Nn0 , ψ : D1 → N ,

D1 = Nn0 , ψ ∈ C (D1) . Y (n) – фундаментальная матрица РДС-ы (2). Y (n0) = E и
Y (n) = (Yi j(n)) Y −1 = (Y j i (n)) .

Рассмотрим множества

L = {1, 2, ..., l}, B ⊆ L, L0 ⊆M ⊆ L, M = L\B L0 6=6 0 (4)

Пусть функции µi : Nn0 → Z+ = L∪ {0} mi : Nn0 → Z+ удовлетворяют неравенствам

µi (n) ≥ max
j∈L0

|yij (n)|, n ∈ Nn0 , i = i1, ..., iq, (5)

mi (n) ≥ max

{
max (yij (n)) , µi (n)

i∈M

}
, n ∈ Nn0 , i = i1, ..., iq (6)

и Q – гладкое многообразие, принадлежащее пространству Rl.
Укажем достаточные условия по компонентной слабой асимптотической эквивалент-

ности РДС (1) и (2) относительно µi(n) при n→∞ на многообразии Q.
Многообразие Q. Будем считать, что Q – гладкое многообразие пространства Rl,

обладающее следующим свойством: если xn ∈ Q, то xj = 0 при j /∈ M , где xn =
colon (x1, x2, ..., xl).

Основные условия. Все решения РДС (2) (n, n0, γ) , γ ∈ Q существуют при любом
n0 ≥ Nn0 и n ≥ Nn0 . Для любой точки γn = colon

(
γh1 , γn2 , ..., γnq

)
, γn ∈ Q, и любого

положительного C, C >
∑
k∈M
|γk|, рассмотрим множество

(
0, C −

∑
k∈M
|γk|
)
. Тогда, если

δ ∈
(

0, C −
∑
k∈M
|γk|
)
то при достаточно большом n0 выполняются неравенства

∑
k∈M∩L0

+∞∑
s=n1

∣∣yjk (s)
∣∣λ (s, Cm (s)) ≤ δ

3l
(7)

+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈M\L0

yik (n) yjk (s)

∣∣∣∣∣∣λ (s, Cm (s)) ≤ δ

3l
µi (n) (8)

n∑
s=n1

∣∣∣∣∣∑
k∈B

yik (n) yjk (s)

∣∣∣∣∣λ (s, Cm (s)) ≤ δ

3l
µi (n) (9)

n0 ≤ n ≤ +∞, j ∈ L, m(s) =
(
ml1(s), ...,miq(s)

)
Отображение P . Будем считать, что i1 = 1, i2 = 2, ..., iq = q. Пусть

Ω =
{
ϕ : ϕ ∈ C

(
Nn0 , R

l
)
, |ϕi(n)| ≤ C1mi(n), i = 1, q, |ϕi (n)| ≤ C2Pi (n) , i = q + 1, l, n ≥ n0

}
,
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(10)

где C – фиксированное положительное число, C1 и C2 - произвольные положительные
числа:

Pi (n) = C
∑
j∈M

|yij (n)|+
n∑

s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j ∈ L
k ∈ B

yik (n) yjk (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ (s, Cm (s)) +

+
+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yik (n) yjk (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ (s, Cm (s)) , i = q + 1, l

Допустим, что

‖ϕ‖Ω = max


max

i
sup
n≥n0

|ϕi(n)|
mi(n)

, i = 1, q

max
i

sup
n≥n0

|ϕi(n)|
Pi(n)

, i = q + 1, l
(11)

Определив естественным образом операции линейного пространства на множестве
Ω, получим банахово пространство.

Пусть C1 = C, C2 = 1. Тогда получим подмножество S ⊂ Ω. Подберем число δ так,
чтобы выполнялось неравенство

0 < δ < C −
∑
k∈M

|γk|,

где γk- действительные числа, являющиеся координатами точки γ ∈ Q и
∑
k∈M
|γk| < C.

На S определим оператор L следующим образом:

(Lϕ (n))i =
∑
k∈M

yik (n) γk +
n∑

s=n1

∑
j ∈ L
k ∈ B

yik (n) yjk (s) fj (s, ϕ (s))−

−
+∞∑
s=n

∑
j ∈ L
k ∈M

yik (n) yjk (s) fj (s, ϕ (s)).

(12)

Предположим,Q = {(x1, ..., xn) : xj = 0, j /∈M} и выполняется дополнительное усло-
вие

+∞∑
s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yjk (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ (s)‖m (s)‖ < R < +∞, (13)
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где ‖m (s)‖ = sup
i
mi (s), i = i1, ....iq.

Асимптотическая эквивалентность по Немыцкому.
Теорема 1. Пусть выполняются основные условия и условие (13). Тогда оператор L

на шаре S имеет единственную неподвижную точку, если:

а) существует функция ψ : D1 → R′+, ψ ∈ C(D) такая, что

|fj (n, ϕ1)− fj (n, ϕ2)| ≤ ψ (n)
∣∣ϕ1p − ϕ2p

∣∣, j = 1, l, 1 ≤ p ≤ l, ∀ϕ1, ϕ2 ∈ Rn;

б)
1

mi(n)


n∑

s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j ∈ L
k ∈ B

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)mi(s) +

+
+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)mi(s)+

 ≤ r < 1, i = 1, q,

в)
1

pi(n)


n∑

s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j ∈ L
k ∈ B

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)pi(s)+

+
+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yik (n) yjk (s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)pi(s)+

 ≤ r < 1, i = q + 1, l

Доказательство. Так как справедливо неравенства

|(Lϕ1)i − (Lϕ2)i|
mi(s)

≤ 1

mi(s)


n∑

s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j ∈ L
k ∈ B

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|fj (s, ϕ1)− fj (s, ϕ2)|+

+
+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|fj (s, ϕ1)− fj (s, ϕ2)|

 ≤
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≤ 1

mi(s)


n∑

s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j ∈ L
k ∈ B

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)

∣∣ψ1p(s)− ψ2p(s)
∣∣

mi(s)
mi(s)+

+
+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)

∣∣ψ1p(s)− ψ2p(s)
∣∣

mi(s)
mi(s)

 , i = 1, q,

|(Lϕ1)i − (Lϕ2)i|
pi(s)

≤ 1

pi(s)


n∑

s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j ∈ L
k ∈ B

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|fj (s, ϕ1)− fj (s, ϕ2)|+

+
+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|fj (s, ϕ1)− fj (s, ϕ2)|

 ≤

≤ 1

pi(s)


n∑

s=n1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j ∈ L
k ∈ B

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)

∣∣ψ1p(s)− ψ2p(s)
∣∣

pi(s)
pi(s)+

+
+∞∑
s=n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

j ∈ L
k ∈M

yik(n)yjk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ(s)

∣∣ψ1p(s)− ψ2p(s)
∣∣

pi(s)
pi(s)

 , i = q + 1, l.

То

‖Lϕ1 − Lϕ2‖Ω ≤ r‖ϕ1 − ϕ2‖Ω, 0 < r < 1. (14)

Следовательно, оператор L на шаре S имеет единственную неподвижную точку, так
как L – оператор сжатия. Теорема доказана.

Из теоремы 5 [7] при условиях теоремы 1 вытекает покомпонентная асимптотическая
эквивалентность (слабая асимптотическая эквивалентность) по Левинсону относительно
функций µi(n), i = i1, ..., iq при n→∞ на многообразии Q.

Сейчас мы рассмотрим теорему 1, когда условие a) имеет вид
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a∗) |fj (n, ϕ1)− fj (n, ϕ2)| ≤ ψ(n) |ϕ11 − ϕ21 |, j = 1, l.
Теорема 2. Пусть выполняются условие теоремы 1, где условие а) заменено условием

a∗) и

+∞∑
s=n1

∣∣yjk (s)
∣∣ψ (s) < +∞, j ∈ L, k ∈M, (15)

µ1 (s) ≥ max
j∈L
{|y1j (s)|},

+∞∑
s=n1

∣∣yjp (s)
∣∣µ1 (s)ψ (s) < +∞, j ∈ L, p ∈ L. (16)

Тогда РДС (1) и (2) покомпонентно асимптотически эквивалентны (слабо асимпто-
тически эквивалентны) по Немыцкому относительно функций µi(n), i = i1, ..., iq при
n→∞ на многообразии Q.

Доказательство. Так как

|yk (n0)− yk (n)| ≤ |xk (n0)− xk (n)|+
+∞∑
s=n1

∑
j ∈ L
k ∈M

∣∣yjk (s)
∣∣ψ (s) |x1 (s)− x1 (s)|, k ∈M,

(17)

|x1 (n0)− x1 (n)| <
∑
j∈M

y1j|γj − γj|+
+∞∑
s=n1

∑
p,j∈L

∣∣ykp (n) yjp (s)
∣∣ψ (s) |x1 (s)− x1 (s)|, (18)

|x1 (n)− x2 (n)|
µi (n)

≤ d1

∑
j∈M

∣∣γ1 − γj
∣∣+ d2

n∑
s=n1

∑
p,j∈L

∣∣yjp (s)
∣∣ψ (s)µ1 (s)

|x1 (s)− x1 (s)|
µ1 (s)

(19)

то из (19) получим

|x1 (n)− x1 (n)| ≤ d3‖xq (n0)− xq (n0)‖, (20)

где

‖xq (n0)− xq (n0)‖ =
∑
j∈M

∣∣γ1 − γj
∣∣ =
∑
j∈M

|xj (n0)− xj (n0)|.

Тогда, используя неравенство (20), из соотношения (17) получим

|yk (n0)− yk (n0)| ≤ ||xq (n0)− xq (n0)||

1 + d3

n∑
s=n1

∑
j ∈M
k ∈ L

∣∣yjk (s)
∣∣µ1 (s)ψ (s)

 , d3 > 0.

(21)
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Пусть

‖xq (n0)− xq (n0)‖ < δ.

Тогда

|yk (n0)− yk (n0)| < ε.

Следовательно, РДС (1) и (2) покомпонентно асимптотически эквивалентны (слабо
асимптотически эквивалентны) по Немыцкому относительно функций µi(n), i = i1, ..., iq
при n→∞ на многообразии Q (где xq = colon

(
xi1n, ..., xiqn

)
, xiqn ∈ Rq).

Теорема доказана.
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