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Аннотация 
Рассмотрено интегрируемое нелинейное дифференциальное  уравнение Янга-Миллса-Хиггса 

в (2+1)-измерений. Для данного уравнения методом преобразования Дарбу получено односолитонное 
решение в (2+1)-мерном пространстве-времени анти де Ситтера. 

 
Солитонные решения являются важнейшими аспектами многочисленных тео-

рии полей как в классической, так и в квантовой физике [1-3]. 
 Понятие интегрируемости позволяет провести полезную классификацию соли-
тонных систем. Солитонные решения этих систем имеют простое поведение при со-
ударении и являются устойчивыми. Используя такие методы, как метод обратной за-
дачи рассеяния, можно в явном виде построить многосолитонные решения нелиней-
ных уравнений [4-5].  

Существуют ограниченные примеры нелинейных уравнений интегрируемых 
систем в (2+1)-измерении, большинство из них являются нерелятивистскими. 

В последнее время было показано, что многие хорошо известные интегрируе-
мые уравнения в (1+1)-измерении являются редукциями самодуального уравнения 
Янга-Миллса. Аналогично, интегрируемые системы в (2+1)-измерении также можно 
получить из самодуального уравнения Янга-Миллса как его редукции.  

Интересно отметить, что в неинтегрируемых системах существуют  примеры 
многомерных солитонов, таких как скирмионы, монополии, вихры и лампы. Такие 
теории являются релятивистскими и солитоны имеют топологическую природу.  

Важнейшим примером многомерной интегрируемой системы является самоду-
альное уравнение Янга-Миллса. Изучение такой интегрируемой модели в (2+1)-
измерении продемонстрировало, что динамика солитона может быть очень нетриви-
альной в интегрируемых моделях.  

В данной работе мы строим солитонное решение интегрируемого релятивист-
ского уравнения Янга-Миллса-Хиггса. Это уравнение обладает монопольными реше-
ниями. Хотя уравнение интегрируемое, динамика монополии является очень нетриви-
альной. 

Солитонные решения являются важнейшими аспектами в нелинейной матема-
тической физике. Следует отметить, что существует два типа искривленного про-
странства-времени: пространство де Ситтера с положительной скалярной кривизной и 
пространство  анти де Ситтера с отрицательной скалярной кривизной.  

Рассмотрим уравнение Янга-Миллса-Хиггса в (2+1)-мерном пространстве-
времени анти де Ситтера. Это уравнение является  редукцией уравнения Гаусса-
Кодацци-Майнарди в пространстве-времени анти де Ситтера [6-7]. Уравнение Янга-
Миллса-Хиггса широко исследовано и известно как интегрируемое. Представление 
Лакса этого уравнения получено Уордом.                                                                                      

Уравнение Янга-Миллса-Хиггса (УЯМХ) широко исследовано и известно как 
интегрируемое. Пара Лакса для этого уравнения было найдено Уордом. В настоящей 
статье мы рассмотрим УЯМХ в (2+1)–мерном пространстве-времени анти де Ситтера. 
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В тоже время, это уравнение является редукцией уравнения Гаусса-Майнарди-
Кодацци в (2+1)-мерном пространстве-времени анти де Ситтера. Здесь мы находим 
солитонное решение УЯМХ в (2+1)-мерном пространстве-времени анти де Ситтера 
для простейшей неабелевой группы SU(2).  

Напомним, что унитарные матрицы образуют группу, которая обозначается че-
рез U(n) и называется унитарной группой. В группе U(n) есть подгруппа SU(2) с оп-
ределителем единица. В случае 2x2 матриц, группа SU(2) состоит из матриц вида [6] 
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Пусть  M будет трехмерном многообразием Лоренца с метрикой µAg,  является 
калибровочным потенциалом, L – скалярное поле Хиггса, последние из которых при-
нимают значения в алгебре Ли группы G. Положим, что G является матричной груп-
пой Ли. Обозначим область :Ω {(2+1)-мерное пространство-времени анти де Ситтера, 
являющееся универсальным пространством вложения гиперболоида 

12222 =−−+ YXVU  в 2,2R  с метрикой  22222 dYdXdVdUds ++−−= }. 
Определим новые координаты с помощью формул   
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Тогда часть (2+1)-мерного пространства-времени анти де Ситтера с 0>+ XU   
представляется координатами Пуанкаре (r,x,t) с r>0 и метрика в этом случае есть  
 

)()( 2222222 dudvdtrdxdrdtrds +=++−= −− ,     (2) 
 

где  u=x+t,  v=x-t. Поля УЯМХ в области  Ω  удовлетворяют уравнению Янга-
Миллса-Хиггса [1]  

FD *=Φ ,      (3) 
 

которое в терминах координат запишется в виде  
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где }{,],,[ µνµνµµµµ F
x

AD
∂
∂

=∂Φ+Φ∂=Φ  является кривизной, соответст-

вующей  ],[},{ νµµνµ DDFA = . 
 Уравнение (4) является интегрируемой системой (в смысле существования для 
него представления Лакса), если метрика    g   имеет постоянную кривизну R=const. В 
нашем случае кривизна является отрицательной R<0. С помощью координат Пуанка-
ре (1), уравнение (4) примет вид  
 

uvrvrvuru rFDrFDrFD 2,, −=Φ−=Φ=Φ .    (5) 
 

Эта система нелинейных дифференциальных уравнений имеет представление Лакса 
[8] 
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где ψψψ µµµ AD +∂=   и ξ  является комплексным спектральным параметром. Та-
ким образом, (6) является условием интегрируемости выше определенной системы 
(5). 

Результат сформулируем в виде следующей теоремы. 
Теорема.  Уравнение (6) имеет односолитонное решение в области Ω  следую-

щего вида 
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где  
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)(τσσ =  - произвольная голоморфная функция, 0ξ  - произвольное комплексное число, 
κ - произвольное действительное число, u – скалярная функция. При κ =0, решение 
( ) )2(,,, )1()1()1()1( SUAAA tvu ∈Φ . 
 Это решение является локализованным решением при ττσξωτξ === )(),(, 00 i , 
а след поля Хиггса дается следующей формулой 
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Теорема доказывается с помощью метода преобразования Дарбу [8]. Поэтому 
прежде чем перейти к доказательству теоремы приведем здесь  преобразование Дарбу 
первой степени. 
 Пусть 

ψψξψ TRu −−= )()1( ,     (10) 
 

где ),,( rvuR  и ),,( rvuT  являются 2x2 матрицами, R – обратимая матрица. Тогда пре-
образование, соответствующее )1(ψψ → , является преобразованием Дарбу первой 
степени, если существуют ( ))1()1( , µµ ΦA , удовлетворяющие 
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где ψψψ µµµ
)1()1( AD +∂= . В терминах функции ψ , оба уравнения из (11) являются поли-

номами второй степени от ξ .  Коэффициенты второго, первого и нулевого порядков 
ξ  в двух уравнениях из (11) приводят к четырем уравнениям.  

Итак, 
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0ξ  - комплексная постоянная.  
Явный вид матрицы  S 

IuS )(
||

1
||1 022
00 −+








+
−

= ξ
σσ
σ

σ
ξξ ,        (14) 

IS
uuu

uuu
u −









−
−−

+
−

=∂
)|(|

)|(|
||1 22

22

2
00

σσσσ
σσσσ

σ
ξξ .      (15) 

 

Теперь чтобы применить преобразование Дарбу первой степени (10) для нахождения 
односолитонного решения мы должны взять решение ),,,( Φrvu AAA  нулевым или три-
виальным. 

Используя (15)  получим 
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Введем параметры 
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Тогда из (17) имеем 
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Из (16) получим 
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Заметим, что  
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Учитывая (17) и 
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Заменим  κ  на κi , где R∈κ  
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После некоторых преобразовании имеем 
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Отметим, что при 0=κ , решение )2(),,,( )1()1()1()1( SUAAA rvu ∈Φ  проверяется определением 
группы SU(2). Теорема доказана полностью. 
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