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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО 
ПЕРЕМЕШИВАНИЯ НА ОСНОВЕ МЕТОДА КРУПНЫХ ВИХРЕЙ 

 
А.А. Исахов 

 
Аннотация 

. В работе рассматривается моделирование турбулентного перемешивания. На основе уравне-
ний Навье - Стокса построена математическая модель процесса в кубической области. Разработан 
численный алгоритм с использованием схемы расщепления по физическим параметрам. Результаты 
моделирование представлены в виде трехмерных графиках. В настоящей работе построен и реализо-
ван алгоритм для  решения трехмерного уравнения Пуассона.  

 
 Турбулентное движение является наиболее распространенной формой движе-
ния жидкостей и газов в природе и в технических устройствах. Важную с практиче-
ской точки зрения группу составляют задачи о течениях вязких жидкостей и газов, 
описываемых уравнениями Навье – Стокса [1].  

В случае течений с большим градиентами, особо важную роль играет свойство 
алгоритма не искажать получаемые в процессе счета сеточные решения схемными 
осцилляциями. Если это условие не выполняется, то процесс вычислений может быть 
либо сильно осложнен, либо вообще невозможен. Наконец, порядок аппроксимации 
конвективных членов в уравнениях, описывающих течение с вязкостью, должен пре-
вышать первый порядок в противном случае либо существует опасность искажения 
решений из-за схемной вязкости, либо пространственные шаги сетки следует выби-
рать неразумно малыми.  

В настоящей работе рассмотрена задача вентиляции помещения. Математиче-
ская модель данного процесса основана на уравнениях Навье – Стокса описывающих 
трехмерные нестационарные турбулентные течения и имеют следующии вид[2]: 
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Уравнения  (1) – (2) записаны в безразмерном виде; плотность включена в чис-
ло Рейнольдса Re. При помощи уравнение (2) левые части (1) записаны в консерва-
тивном виде. Для нестационарных течений определены начальные и граничные усло-
вие удовлетворяющие уравнению(2) [2]. 
 Применяя метод крупных вихрей(LES) осредненный по пространству получаем 
уравнения Навье – Стокса с дополнителным членом ijτ  
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где jijiij uuuu −=τ                               (5) 
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 В качестве модели турбулентности используется динамическая модель Сма-

горинского[5]. Для применения динамической модели проводится двойное осредне-
ние с длиной фильтра ∆=∆ 2 , тогда 
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Уравнение (1), подвергнутое осреднению с двумя фильтрами длиной ∆  и ∆ соответ-
ственно, имеет следующий вид: 
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где   ijijij uuuuT −= , из (6) и (7) следует   ijijijij uuuuT −+= τ , тогда ijT  имеет 

следующий вид: ijijijskkijij sssCTT 2/12 )2()(2
3
1

∆−=− δ , а напряжения Леонарда имеют вид:  
 

[ ]ijijijijijijskkijij ssssssCLL 2/122/122 )2()()2()()(2
3
1

∆−∆−=− δ    (8) 
 

Из (7) при использовании метода наименьших квадратов находится значение  sC  в 

виде  
lklk

ijij
s MM
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2
12 −= ,  где [ ]ijijijijijijij ssssssM 2/122/12 )2()()2()( ∆−∆=   

 Численное решение системы (3) – (4) проводится на разнесенной сетке с ис-
пользованием схемы против потока второго типа и компактной аппроксимации для 
конвективного члена[2-6]. Для решения задачи с учетом выше предложенной модели 
турбулентности используется схема расщепления по физическим параметрам.  
 Предлагается следующая физическая интерпретация приведенной схемы рас-
щепления. На первом этапе предполагается, что перенос количества движения осуще-
ствляется только за счет конвекции и диффузии. Промежуточное поле скорости нахо-
дится методом дробных шагов, при использовании метода прогонки. На втором этапе, 
по найденному промежуточному полю скорости, находится поле давления. Уравне-
ние Пуассона для поля давления решается методом Фурье в сочетании с методом 
матричной прогонки, которая применяется для определения коэффициентов Фурье. 
На третьем этапе предполагается, что перенос осуществляется только за счет гради-
ента давления. Алгоритм задачи распараллелен на высокопроизводительной систе-
мех[7,8]. 
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Уравнение Пуассона для поля давления находится в таком виде: 
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К уравнению Пуассона применяем метод Фурье, согласно которому, для любой 

сеточной функции f(i) имеет место разложение  
 

N,,0,1i,cos2)(
0

…== ∑
=

N

k
kk N

ki
N

if πφρ  

где  
 





=
−≤≤

=

…== ∑
=

Ni
Ni

N
kiif

i

N

i
ik

,0,5.0
11,1

N,,0,1k,cos)(
0

ρ

πρφ
 

 
Согласно данным соотношениям имеем: 
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Подставляя выражения (10) в уравнение (9) и используя формулу  
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производим упрощение, после чего полученное  выражение запишем при фиксиро-
ванном значении к=l и разделим на величину 
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Данное уравнение преобразуется к следующему виду: 
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Как известно, метод матричной прогонки относится к прямым методам решения 

разностных уравнений и применяется к уравнениям, которые можно записать в виде 
системы векторных уравнений 

 
1,-N1,2i, 211 …==−+− +− jjjjjjj FaCaBaA       (13) 

 
где матрицы jjj CBA ,,  и векторы jj aF ,  имеют следующий вид: 

Алгоритм матричной прогонки для решения уравнения (13) можно записать сле-
дующим образом:  
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После нахождения коэффициентов ai,j,k значения поля давления находятся из фор-

мулы (10). Для вычисления суммы (10) и (11) применяется метод быстрого преобра-
зования Фурье, который позволяет вычислить данные суммы за О(N lnN) действий, 
что существенно сокращает вычислительное время.  

 

 
Рисунок 1 

 
Рисунок 2 

 
На рисунках представлены результаты расчетов полученные на сетке 

100х100х100. На рисунке 1 показана вдуваемая струя ударяющаяся об нижнюю об-
ласть и вызывает циркуляционное течение у стен. На рисунке 2 показано изоповерх-
ность течение выходного потока воздуха на нижней границе области. 
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