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Аннотация 

В работе построен явный вид функции Грина задачи Дирихле для полигармонических уравне-
ний в пространстве произвольной размерности в шаре.  
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Имеет место следующая  
Теорема 1. а) В случае нечетного n , а также при четных n , если nm <2 , функ-
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б) В случае когда n  четное и nm ≥2  функция Грина представима в виде 
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 Основной результат работы теоремы 1 докажем в случае а). 
 Известна следующая 
Лемма 1. [3] В пространстве нечетной размерности и в пространстве четной размер-
ности при nm <2  фундаментальное решение уравнения (1) задается формулой: 
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( ).Γ  - гамма функция. 

 
Лемма 2. В случае нечетного n  и в случае четного n  при nm <2  для всех 

10 −≤≤ mk  функции ),(,2 yxg nm
k  
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ляются решениями однородного полигармонического уравнения: 
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Доказательство. Действительно, функцию ),(,2 yxg nm
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где ),(2 yxf k -многочлен степени k2 от x  при фиксированном y . 

Нам известно, что ),(,22
0 yxg nkm−  удовлетворяет 0),(,22

0 =∆ −
− yxg nkm

km
x . 

По теореме Альманзи [2] функция ),(,22
0 yxg nkm−  представляется в виде: 
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где ),( yxjψ - гармонические функции, т.е. удовлетворяет уравнению 0),( =∆ yxjxψ . 

Тогда для функции ),(,2 yxg nm
k  справедливо представление 
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где ),(~ yxjψ - некоторые гармонические функции. 

Следовательно, согласно теореме Альманзи [2] функция ),(,2 yxg nm
k  для всех 

10 −≤≤ mk  удовлетворяет полигармоническому уравнению (7). Таким образом, 
лемма 2 доказана. 
Введем обозначение: 
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Очевидно, справедливо тождество  
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Данное тождество следует из следующих цепочек равенств: 
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Так как 12

2

≤
Y
Z

 при yx ≠ , то в пространстве нечетной размерности и в пространстве 

четной размерности при nm <2  фундаментальное решение уравнения (1) разлагаем в 
бесконечный ряд: 



Вестник КазНУ сер. мат., мех., инф. 2009 г. № 3(62) 46 
 

( ) =







−==

−

−−
2

2

2

2
2

,2
2

,2,2 1,

nm

nm
nm

nm
nmnm Y

ZYсXсyxε  

( )( ) ( ) ( ) ( )
+






+







−−−−
+

−
−+= − ...

2
22

2
2

!2
1

2
211

2

2

22

2

2
2

,2 Y
Znmnm

Y
ZnmYс nm

nm  

( )
( )

( )
+














 ++−

−−
−

−
+

−− 1

2

21

11
2

2...
2

2
!1

1
mm

Y
Zmnmnm

m
 

( ) ( )
+














 +−

−−−
+

mm

Y
Zmnmnm

m 2

2

1
2

2...
2

2
!

1
 

( )
( )

( )





+














 −

−






 +−

−−
+

−
+

++

............
2

21
2

2...
2

2
!1

1
1

2

21 mm

Y
Zmnmmnmnm

m
. 

 
Поскольку функции  
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являются решениями однородного полигармонического уравнения (7): 
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то функция Грина имеет вид: 
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На основании равенства (10) для функции Грина выполняются краевые условия (2): 
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Утверждения лемм 2 и 3 дают доказательство теоремы 1. 

Согласно теореме 1 функция Грина Задачи Дирихле (1)-(2) в случае нечетной 
размерности пространства и в случае четной размерности пространства при nm <2  
представляется по формуле 
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Из (11) следует 
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Таким образом, на основании формулы (12) верна следующая 

Теорема 2. Функция Грина Задачи Дирихле (1)-( 2) в случае нечетной размерности 
пространства и в случае четной размерности пространства при nm <2  положительно 
определена при четном m  и отрицательно определена при нечетном m  ( m - показа-
тель степени оператора Лапласа полигармонического уравнения). 

Замечания. 
Явное представление функции Грина задачи Неймана для неоднородного поли-

гармонического уравнения в комплексной плоскости имеются в работе [4]. Методика 
настоящей работы позволяет строить функцию Грина для полигармонических урав-
нений не только для шара, но для полуплоскости и других канонических областях [5]. 
Отметим, что отдельные результаты работы могут быть обобщены на эллиптические 
уравнения с постоянными коэффициентами.  
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