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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ  ЗАДАЧИ ТРИКОМИ ДЛЯ 
ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ГИПЕРБОЛО-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ. 

 
Н.А. Оршубеков  

КазНУ имени аль-Фараби 
 

Аннотация 
В данной работе показано, что задача Трикоми для гиперболо-параболического уравнения с много-
мерным оператором Чаплыгина имеет бесчисленное множество нетривиальных решений 
 
 Пусть D -конечная область евклидова пространства 1+mE  точек ),,....,( 1 txx m , ог-
раниченная в полупространстве 0>t   коноидами  
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а при 0<t -цилиндрической поверхностью }1:),{( ==Γ xtx , и плоскостью 
consttt == 1 , где x -длина вектор ),...,( 1 mxxx = . 
Обозначим через +D  и −D   части области D , лежащие соответственно в полу-

пространствах  0>t  и 0<t . Части коноидов 10 , KK , ограничивающих области +D , 
обозначим через 10 , SS .Пусть }.1,0:),{(},10,0:),{( 0 ===Γ<<== xttxxttxS  

В области D  рассмотрим модельное смешанно гиперболо-параболическое 
уравнения  с многомерным оператором Чаплыгина 
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Следуя ([1]) в качестве многомерного аналога задачи Трикоми рассмотрим сле-

дующую 
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)}({ , θk

mnY –система линейно независимых сферических функций порядка n  nkk ≤≤1 , 
),...,(),22()!3(!)!2( 11 −=−+−+=− mn mnmnknm θθθ , ,...1,0),(, 2 =lSW l  - пространство 

Соболева.  
Имеет место [3] 
Лемма. Пусть )(),( 2 SWrf l∈θ . Если 1−≥ ml , то ряд 
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а также ряды, полученные из него, дифференцированием порядка ,1+−≤ mlp  сходят-
ся абсолютно и равномерно. 
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разложения ряда (3), соответственно функций 
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Тогда справедлива. 
Теорема. Задача Т. Имеет бесчисленное множество нетривиальных решений 
Доказательство. В сферических координатах уравнения (1) в области +D  име-
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Известно [3], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел 
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Искомое решение задачи Т в области +D  будет искать в виде 
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где ),( tru k

n -функции, подлежащие определению. 
Подставим (6) в (4), умножив затем полученное выражение на 0)( ≠θρ  и про-

интегрировав по единичной сфере H  в mE , для k
nu  получим ([4,5]) 
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Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений  
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Нетрудно убедиться, что если ,...1,0,,1},{ == nkku n
k
n -решение системы (8)-(10), 

то оно является и решением уравнения (7) 
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (8)-(10) можно представить 
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где ),( trf k
n  определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом 
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Далее, учитывая ортогональность сферических функций )(, θk
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Уравнение (16), в свою очередь, с помощью замены переменных 
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При этом краевое условие (13) примет вид 
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Наряду с уравнением (17) рассмотрим уравнения 
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Отметим, что уравнение (17) совпадает с уравнением (19α) при 
3
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=α . 

Как показано в [4,5] существует следующая функциональная связь между ре-
шениями задачи Коши для уравнений (19α) и (190).  

Утверждение 1. Если ),( 0
1,

,0 xrk
nω  решение задачи Коши для уравнения (190), 

удовлетворяющее условию 

,0)0,(),()0,( 1,
,0

0

1,
,0 =

∂
∂

= r
x

rr k
n

k
n

k
n ωτω                                        (15) 

то функция  












Γ≡−=

−−

∫ 2
0

0,02
0

1
22

1

0
0

1,
,00

1,
,

),(
)

2
(

2
)1(),(),( 2

0 x
xr

Ddxrxr
k

n
x

k
n

k
n

ωαγ
ξξξωγω

α
α

α

αα .      (16) 

 
при 0>α  является решением уравнения (19α) с условием (20). 
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является решением уравнения (19α) с начальными данными  
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В [5,7] доказано, что задача (190),(26) сводится к интегральному уравнению 
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а в [4] показано, что задача (240),(26) имеет нетривиальное решение 
 

).,(),( 00
1,

,0 xrpxr k
n

k
n =ω                                                                    (28) 

 

Известно, что уравнения вида (27) обратимо [8]. Это, означает, что задача 
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Следовательно, сначала решив задачу (8),(13)(n=0), а затем (9),(13)(n=1) и т.д. 
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)()()),)(1,)(((
00

2 HCdgdgL
tt

∞∈− ∫∫ θρξξξξ -плотна в )(2 HL , а 1)( VtT ∈ -плотна в 

)),0(( 02 tL . Тогда 10,),,( VHVVVtrf ⊗⊗=∈θ -плотна в ]).9)([(2
+DL  

Отсюда и из (29), следует, что  
 

0),,( =+∫
+

LudDtrf
D

θ        и      .),,(,0 +∈∀= DtrLu θ  

 
Из оценок ([10]) 
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-нетрудно показать, что ряд  
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n
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k
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YrnYrr θθθτ ββ                                 (30) 

 

сходятся абсолютно и равномерно, если .2/)1(,
2

3
−>> mml β  Таким образом, функ-

ция  
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−−− +=
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,
2/)1(1

0
2/)1( )(),(),(),,(

n

k

k

k
mn

k
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mlm
n

Ytrurntrurtru θθ                          (31) 

 
является решением задачи (4),(2),(30) в области +D , где функций ),( tru k

n  определяется 
из двумерных задач и принадлежит классу )()()( 21 +++ DCSDCDC  . 

Следовательно, мы пришли в области −D  к первой краевой задаче для уравне-
ния 

 
0=−∆ tx uu                                                                (32) 

с условиями 
0,),( == Γuru s θτ                                                        (33) 
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Решение задачи (32), (33) будем искать в виде (6). Подставляя (6) в (32) бу-

дем иметь 

,...,2,1,,1,02 ===+− nkku
r

uu n
k
n

nk
nt

k
nrr

λ                                         (34) 

 
при этом краевое условие (33) запишется в  виде  
 

,...2,1,,1,0),1(,)0,( ==== − nkkturnru n
k
n

lk
n

β                               (35) 
 
Решение задачи (34),(35) будет искать в виде 
 

).()(),( tTrRtru k
n

k
n

k
n =                                                                 (36) 

 
Подставляя (36) в (34) с учетом (35) получим 
 

,10,02 <<=++ rRR
r

R k
n

k
n

nk
nrr µ

λ                                                    (37) 

,0)1(,0)0( == k
n

k
n RR                                                                (38) 

.0=+ k
n

k
nt TT µ                                                                       (39) 

 
Ограниченным решением задачи (37),(38) является функция ([11]) 

 

,10),()(
1

<<= ∑
∞

=

rrJarrR ss
s

k
n

ν
ν µ                                                 (40) 

 
)(,2/)2( zJmn νν −+= -функция Бесселя, νµs -ее нули, 2)( νµµ s=  , а решением уравне-

ния (35) является  
 

).)(exp()( 2
, ttT s
k

sn
νµ−=                                                            (41) 

 
Далее из (36) ,(40), с учетом (35) имеем 

 

10),(
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2
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−− rrJarn s
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s
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β
µ .                                                 (42) 

 

Разлагая функцию 2
1

−β
r   в ряд Фурье-Бесселя ([12]) из (42) найдем коэффициен-

ты sa       
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при этом νµ s  –положительные нули функции Бесселя, расположенные в порядке воз-
растания. 
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Таким образом, из (36),(40),(41) следует, что решением задачи (32),(33) в об-

ласти −D  является функция   
 

∑∑∑
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= =

−
∞

=
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1 1

,
22/)2(

1
),())(exp()(),,(

n

k

k

k
mnss

m

s
s

n

YtrJratru θµµθ νν
ν                              (44) 

 
и принадлежит классу  )()()/( 21

0
−−− Γ DCSDCDC  , где sa определяется из (43). 

Следовательно, задача Т бесчисленное множество нетривиальных решений ви-
да (31) и (44). 

Теорема доказана. 
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