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К глобальной асимптотической устойчивости динамических систем

Исследуется глобальная асимптотическая устойчивость динамических систем со счет-
ным положением равновесия для двух случаев: 1) когда значение интеграла от пе-
риодической функции на периоде равно нулю; 2) когда значение интеграла не равно
нулю. Разработан метод выделения области глобальной асимптотической устойчи-
вости в пространстве конструктивных параметров системы. Эффективность метода
показана на двух примерах: задача фазовой синхронизации; движение математиче-
ского маятника. Предлагаемый метод исследования позволяет выделить более шире
область устойчивости в пространстве параметров системы, нежели известные мето-
ды. Отличительной особенностью предлагаемого метода от известных методов (ча-
стотный, периодической функции Ляпунова) состоит в том, что условия глобальной
асимптотической устойчивости следуют из оценок несобственных интегралов вдоль
решения системы.
В работе получены следующие результаты: уравнения движения системы с помо-
щью неособого преобразования приведено к специальному виду; получены тождества
вдоль решения системы и оценка решений системы; исследованы асимптотические
свойства функций, связанных с ограниченностью несобственного интеграла; на ос-
нове оценки несобственных интегралов вдоль решения системы, доказаны теоремы о
глобальной асимптотической устойчивости стационарного множества динамической
системы.
Ключевые слова: глобальная асимптотическая устойчивость, динамическая систе-
ма, несобственные интегралы.

Aisagaliev S.А., Abenov B.K., Ayazbayeva A.M.
To global asymptotic stability of dynamical systems

We study the global asymptotic stability of dynamical systems with a countable state of equilibrium
for two cases: 1) when the value of the integral of a periodic function in a period is equal
to zero; 2) when the value of the integral is not equal to zero. A method for selecting an
area of the global asymptotic stability in the space of the design parameters of the system is
developed. The effectiveness of the method is demonstrated by two examples: the problem of
phase synchronization; the motion of a simple pendulum. The proposed method of the study
allows highlight a wider area of stability in the parameter space of the system, rather than the
known methods.
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A distinctive feature of the proposed method by known methods (frequency, periodic Lyapunov
functions) is that the conditions for the global asymptotic stability follows from the estimates of
improper integrals along the solutions of the system. In the work the following results are obtained:
the equations of motion of the system with the help of a smooth transformation is given to a special
form; the identity along the solutions of the system and evaluation of solutions of the system; The
asymptotic properties of functions with the limitations of the improper integral are studied; based
on the evaluation of improper integrals along the solutions of the system, theorems on the global
asymptotic stability of stationary set of dynamic systems are proved.
Key words: global asymptotic stability, dynamic system, improper integrals.

Айсағалиев С.Ә., Әбенов Б.Қ., Аязбаева Ә.М.
Динамикалық жүйелердiң глобальдi ассимптотикалық орнықтылығына

Тепе-теңдiк жағдайының саналымды екi: 1) периодты функцияның интегралының мәнi пе-
риодта нөлге тең; 2) интегралдың мәнi нөлге тең емес болған жағдайларында динамикалық
жүйелердiң глобальдi асимптотикалық орнықтылығы зерттелiнедi. Жүйенiң конструктивтi
параметрлерi кеңiстiгiнде глобальдi асимптотикалық орнықтылық облысын ерекшелеу әдiсi
құрылған. Әдiстiң тиiмдiлiгi келесi екi мысалда көрсетiлген: фазалық синхронизация есебi;
математикалық маятник қозғалысы есебi. Ұсынылған әдiс белгiлi әдiстерге қарағанда жүйе
параметрлерi кеңiстiгiнде орнықтылықтың облысын неғұрлым кең ерекшелеуге мүмкiндiк
бередi. Белгiлi (жиiлiк, Ляпуновтың периодты функциялары) әдiстерге қарағанда аталған
әдiстiң негiзгi ерекшелiгi глобальдi асимптотикалық орнықтылықтың шарттары жүйенiң ше-
шiмiнiң бойында меншiксiз интегралдарын бағалаудан алынады. Жұмыста келесiдей негiзгi
нәтижелер алынған: ерекше емес түрлендiрудiң көмегiмен жүйенiң қозғалысы теңдеуi ар-
найы түрге келтiрiлген; жүйе шешiмi бойында теңдiктер мен жүйе шешiмiнiң бағасы алы-
нған; меншiксiз интегралдары шектелген функцияның асимптоткалық қасиеттерi зерттелiн-
ген; жүйенiң шешiмiнiң бойында меншiксiз интегралдарды бағалау негiзiнде динамикалық
жүйелердiң стационар жиынының глобальдi асимптотикалық орнықтылығы туралы теоре-
малар дәлелденген
Түйiн сөздер: глобальдi асимптотикалық орнықтылық, динамикалық жүйе, меншiксiз ин-
теграл.

Введение

Математической моделью маятниковых систем (связанные маятники, двойные маят-
ники и др.) в механике [1], навигационных систем в радиотехнике [2,3], синхронных ма-
шин в электроэнергетике [4], вибрационных систем в технике [5] являются динамические
системы с цилиндрическим фазовым пространством (или просто фазовые системы).
Истоком исследования фазовых систем послужило изучение свойств решений урав-

нений математического маятника

θ̈ + αθ̇ + ϕ(θ) = 0, (1)

где ϕ(θ) = sin θ−γ. Благодаря работам Ф. Трикоми [6], Л. Америо [7], Г. Зейферта, полу-
чены оценки критического значения γкр. Известно, что: 1) в случае 1 > γ > γкр = γкр(α)
для системы (1) существуют как устойчивые так и неустойчивые состояния равновесия;
2) в случае γ < γкр(α) любые решения системы (1) при t → ∞ стремится к некоторому
состоянию равновесия из счетного множества; 3) в случае γ > 1 для любого решения
системы (1) найдутся числа τ и ε такие, что θ̇ ≥ ε при t ≥ τ (круговое движение).
Следующим этапом развития методов исследования фазовых систем было приме-

нение периодических функций Ляпунова [2]. Оригинальным подходом к исследованию
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фазовых систем являются частотные условия, основанные на процедуре Бакаева-Гужа
с последующим применением частотной теоремы В.А. Якубовича. Такой подход впер-
вые предложен в работе Г.А. Леонова [9]. В работах [10, 11] предложен метод сведения
фазовых систем высокого порядка к фазовой системе второго порядка (1).
Качественные и количественно численные методы, метод точечных отображений [12],

а также методы, основанные на применении периодических функций Ляпунова (вклю-
чая частотные методы) составляют группу точных методов исследования фазовых си-
стем. Основные недостатки точных методов следующие: а) точные методы, кроме метода
периодических функций Ляпунова, применимы для систем второго порядка; б) наиболее
общими среди методов, использующих периодические функции Ляпунова, являются ча-
стотные методы. Однако частотные условия глобальной асимптотической устойчивости
фазовых систем трудно проверяемы.
Поэтому разработка новых эффективных условий глобальной асимптотической устой-

чивости фазовых систем является актуальной проблемой. Один из таких новых под-
ходов к теории глобальной асимптотической устойчивости фазовых систем изложен в
данной статье.
В работе [13] приведена основная идея предлагаемого метода к исследованию устой-

чивости фазовых систем. Решение более общих проблем (предельные циклы, управля-
емость, оптимальное управление) фазовых систем изложены в монографии [14]. Иссле-
дования динамики сложных фазовых систем содержатся в работах [15, 16].
Данная работа является продолжением научных исследований [17, 18]. В статье [17]

содержатся результаты исследования абсолютной устойчивости регулируемых систем с
единственным положением равновесия в простом критическом случае, а в [18] – абсо-
лютная устойчивость регулируемых систем в критическом случае.

1. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему с цилиндрическим фазовым пространством, опи-
сываемую уравнением следующего вида:

ẋ = Ax+Bϕ(σ), σ̇ = Cx+Rϕ(σ), x(0) = x0, σ(0) = σ0, t ∈ I = [0,∞), (2)

где A,B,C,R – постоянные матрицы порядков n× n, n× 1, 1× n, 1× 1 соответственно.
Функция

ϕ(σ) ∈ Φ0 = {ϕ(σ) ∈ C1(R1, R1)|μ1 <
dϕ(σ)

dσ
< μ2, ϕ(σ) = ϕ(σ +Δ), ∀σ, σ ∈ R1}, (3)

где Δ – период функции ϕ(σ), μ1, μ2 – заданные числа |μ1| < ∞, |μ2 < ∞|. Матрица A
– гурвицева, т.е. Reλj(A) < 0, j = 1, n, λj(A) – собственные значения матрицы A.
Положение равновесия системы (2), (3) определяется из решения алгебраических

уравнений
Ax∗ +Bϕ(σ∗) = 0, Cx∗ +Rϕ(σ∗) = 0.

Поскольку x∗ = −A−1Bϕ(σ∗), (R−CA−1B)ϕ(σ∗ = 0, то при R−CA−1B �= 0 система (2),
(3) имеет стационарное множество

Λ = {(x∗, σ∗)∈Rn+1|x∗ = 0, ϕ(σ∗) = 0}.
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Так как ϕ(σ∗) = ϕ(σ∗ + kΔ) = 0, k = 0,±1,±2, . . . , то положение равновесия системы
(2), (3) является счетным множеством.

Определение 1 Стационарное множество Λ системы (2), (3) глобально асимпто-
тически устойчиво, если для любой функции ϕ(σ) ∈ Φ0 и любого начального состо-
яния (x0, σ0) ∈ Rn+1, |x0| < ∞, |σ0| < ∞, решение системы x(t) = x(t; 0, x0, σ0, ϕ),
σ(t) = σ(t; 0, x0, σ0, ϕ), t ∈ I обладает свойством x(t) → x∗ = 0, σ(t) → σ∗ при t → ∞,
где ϕ(σ∗) = 0.

Определение 2 Условием глобальной асимптотической устойчивости системы (2), (3)
называются соотношения, связывающие конструктивные параметры системы (A,B,C,
R, μ1, μ2), при выполнении которых стационарное множество Λ глобально асимпто-
тически устойчиво.

Необходимы исследования в отдельности двух случаев:

1.

σ+Δ∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0, ∀σ, σ ∈ R1 (случай "с нулевой" нагрузкой);

2.

σ+Δ∫
σ

ϕ(ξ)dξ �= 0, ∀σ, σ ∈ R1 (случай "с ненулевой" нагрузкой).

Ставятся следующие задачи:

Задача 1 Найти новое эффективное условие глобальной асимптотической устойчи-
вости стационарного множества Λ системы (2), (3) для случая, когда

σ+Δ∫
σ

ϕ(ξ)dξ = 0, ∀σ, σ ∈ R1.

Задача 2 Найти новое эффективное условие глобальной асимптотической устойчи-
вости стационарного множества Λ системы (2), (3) для случая, когда

σ+Δ∫
σ

ϕ(ξ)dξ = α �= 0, ∀σ, σ ∈ R1.

Частным случаем системы (2), (3) является уравнение движения математического
маятника (1) с функцией ϕ(σ) = sin σ − γ, 0 < γ < 1.

Задача 3 Найти значение γкр = γкр(α).

2. Неособое преобразование

Пусть характеристический полином матрицы A имеет вид

Δ(λ) = det(λIn − A) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ

1 + a0.
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Как следует из теоремы Гамильтона-Кэли, Δ(A) = 0. Тогда

An = −an−1A
n−1 − an−2A

n−2 − . . .− a1A− a0In,

где In – единичная матрица порядка n× n.

Лемма 1 . Пусть постоянный вектор θ∗ ∈ Rn такой, что

θB = 0, θAB = 0, . . . , θAn−2B = 0, θAn−1B = κ �= 0, (4)

где (∗) – знак транспонирования, θ – вектор-строка.
Тогда первое уравнение из (2) может быть представлено в виде

ẏ1 = y2, ẏ2 = y3, . . . , ẏn−1 = yn,
ẏn = −a0y1 − a1y2 − . . .− an−1yn + θAn−1Bϕ(σ),

(5)

где y1 = θx, y2 = θAx, . . . , yn = θAn−1x, x = x(t), yi = yi(t), i = 1, n t ∈ I.

Доказательство аналогичной леммы приведено в [17].

Лемма 2 Пусть выполнены условия леммы 1, и пусть, кроме того, ранг матрицы

R = ‖θ∗, A∗θ∗, . . . , A∗n−1θ∗‖ (6)

порядка n× n равен n. Тогда:
1) существует вектор-строка β = (β0, β1, . . . , βn−1) такой, что

σ̇ = β0y1 + β1y2 + . . .+ βn−1yn +Rϕ(σ); (7)

2) если y1 = θx = 0, y2 = θAx = 0, . . . , yn = θAn−1x = 0, то x = 0 :
3) уравнение (2) равносильно системе уравнений

ẏ1 = y2, ẏ2 = y3, . . . , ẏn−1 = yn,
ẏn = −a0y1 − a1y2 − . . .− an−1yn + κϕ(σ),
σ̇ = β0y1 + β1y2 + . . .+ βn−1yn +Rϕ(σ), ϕ(σ) ∈ Φ0.

(8)

Доказательство аналогичной леммы можно найти в [17].

3. Свойства решений

Представляет интерес исследование общего свойства решения системы (2), (3), а
также систем (8).

Теорема 1 . Пусть матрица A – гурвицева, т.е. Reλj(A) < 0, j = 1, n, функция
ϕ(σ) ∈ Φ0 и пусть, кроме того, выполнены равенства (4) и ранг R = n. Тогда верны
оценки

|x(t)| ≤ l1, ‖ẋ(t)‖ ≤ l2, t ∈ I = [0,∞), (9)

|yi(t)| ≤ mi1, |ẏi(t)| ≤ mi2, i = 1, n t ∈ I, (10)

|σ̇(t)| ≤ c0, ∀t, t ∈ I, (11)

где l1, l2 = const < ∞, mi1, mi2 = const < ∞, c0 = const < ∞. Кроме того, функции
x(t), yi(t), i = 1, n, σ(t), t ∈ I – равномерно непрерывны.
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Доказательство. Заметим, что периодическая непрерывно-дифференцируемая функ-
ция ϕ(σ) ∈ Φ0 ограничена, т.е. |ϕ(σ)| ≤ ϕ, 0 < ϕ < ∞, ∀σ, σ ∈ R1. Решение дифферен-
циального уравнения (2) имеет вид

x(t) = eAtx0 +

t∫
0

eA(t−τ)Bϕ(σ(τ))dτ, t ∈ I.

Отсюда с учетом того, что A – гурвицева матрица и ‖eAt‖ ≤ c(ε)e(a+ε)t, t ∈ I, ε > 0 –
сколь угодно малое число, a = max

1≤j≤n
Reλj(A) < 0, |ϕ(σ(t))| ≤ ϕ, ∀t, t ∈ I, получим

|x(t)| ≤ c(ε)|x0|e(a+ε)t + c(ε)e(a+ε)t‖B‖ϕ
[
− 1

a+ ε
e−(a+ε)t +

1

a+ ε

]
≤ l1,

где l1 = const, 0 < l1 < ∞. Итак, |x(t)| ≤ l1, ∀t, t ∈ I, ∀ϕ, ϕ ∈ Φ0.
Так как ẋ = Ax + Bϕ(σ), то |ẋ| ≤ ‖A‖|x| + ‖B‖|ϕ| ≤ ‖A‖l1 + ‖B‖ϕ = l2, ∀t, t ∈ I.

Следовательно, |ẋ(t)| ≤ l2, ∀t, t ∈ I, ∀ϕ, ϕ ∈ Φ0. Итак, верна оценка (9) и функция x(t),
t ∈ I – равномерно непрерывна. Поскольку системы (2) и (8) равносильны, то

|y1| ≤ ‖θ‖|x| ≤ ‖θ‖l1 = m11, . . . , |yn| ≤ ‖θ‖‖An−1‖|x| ≤ mn1.

Из (5) следует |ẏi(t)| ≤ mi2, i = 1, n, t ∈ I. Следовательно, верна оценка (10) и функция
yi(t), i = 1, n, t ∈ I – равномерно непрерывна.
Наконец, из (8) следует, что |σ̇| ≤ |β0||y1(t)|+ . . .+ |βn−1||yn(t)|+ ‖R‖ϕ ≤ c0, ∀t, t ∈ I

и функция σ(t), t ∈ I – равномерно непрерывна. Теорема доказана.

Теорема 2 . Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда вдоль решения системы (8)
верны тождества

ϕ(σ(t)) = κ−1[ω(t) + a0y1(t) + a1y2(t) + . . .+ an−1yn(t) + yn+1(t)], t ∈ I, (12)

σ̇(t) = δ1y1(t) + δ2y2(t) + . . .+ δnyn(t) + δ0yn+1(t), t ∈ I, (13)

ϕ̇(σ(t)) =
dϕ(σ(t))

dt
= κ−1[a0y2(t)+a1y3(t)+ . . .+an−2yn(t)+an−1yn+1(t)+yn+2(t)], t ∈ I,

(14)

σ̈(t) = δ1y2(t) + . . .+ δn−1yn(t) + δnyn+1(t) + δ0yn+2(t), t ∈ I, (15)

где ẏn(t) = yn+1(t), ẏn+1(t) = yn+2(t), t ∈ I, δ0 = Rκ−1, κ = θAn−1B, δj = βj−1 +Rκ−1aj−1,
j = 1, n.
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Доказательство.Как следует из второго уравнения (8), производная ẏi(t) = yn+1(t) =
−a0y1(t)− . . .− an−1yn(t) + κϕ(σ(t)), ∀t, t ∈ I. Отсюда следует тождество (12). Подстав-
ляя значение ϕ(σ(t)), t ∈ I из тождества (12) в правую часть третьего уравнения из (8),
получим тождество (13). Дифференцируя по t тождество (12), (13) получим (14), (15)
соответственно. Теорема доказана.

Лемма 3 Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрица A – гурвицева, функция
ϕ(σ) ∈ Φ0. Тогда для любой постоянной матрицы Q порядка (n+2)×(n+2) квадратич-
ная форма ξ∗(t)Qξ(t), ξ(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t), yn+1(t), yn+2(t)), t ∈ I представима в
виде

ξ∗(t)Qξ(t) = q1y
2
1(t) + q2y

2
2(t) + . . .+ qn+1y

2
n+1(t) + qn+2y

2
n+2(t)+

+
d

dt
[ξ∗(t)Fξ(t)], t ∈ I,

(16)

где qi = const, i = 1, n+ 2, F – постоянная матрица порядка (n+ 2)× (n+ 2).

Доказательство. Легко убедиться в том, что

yn+2yn+1 = ẏn+1yn+1 =
d

dt

(
1

2
y2n+1

)
, yn+2yn = ẏn+1yn =

d

dt
(yn+1yn)−

−yn+1ẏn =
d

dt
(ynyn+1)− y2n+1, . . . , y1y2 = y1ẏ1 =

1

2

d

dt
(y21),

y1y3 =
d

dt
(y1y2)− y22, . . . .

В частности, при n = 2 имеем

y4y3 =
d

dt
(
1

2
y23), y4y2 =

d

dt
(y2y3)− y23, y4y1 =

d

dt
(y1y3 − 1

2
y22),

y3y2 =
d

dt
(
1

2
y22), y3y1 =

d

dt
(y1y2)− y22, y2y1 =

d

dt
(
1

2
y21).

Поскольку квадратная форма ξ∗(t)Qξ(t) содержит слагаемые с постоянными коэффи-
циентами-произведения компонентов вектора ξ(t), то верно представление вида (16).
Лемма доказана.

Лемма 4 Пусть выполнены условия лемм 1, 2, матрица A – гурвицева, функция
ϕ(σ) ∈ Φ0. Тогда для любой постоянной матрицы Q1 порядка (n + 1) × (n + 1) несоб-
ственный интеграл

∞∫
0

z∗(t)Q1z(t) =

∞∫
0

[q1y
2
1(t) + . . .+ qn+1y

2
n+1(t)]dt+ l0, (17)

l0 =

∞∫
0

d

dt
[z∗(t)F1z(t)] = z∗(t)F1z(t)

∣∣∣∞
0
, |l0| < ∞, (18)

где z(t) = (y1(t), . . . , yn+1(t)), t ∈ I, F1 – постоянная матрица порядка (n+ 1)× (n+ 1).
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Доказательство. Как следует из формулы (8), функция

yn+1(t) = ẏn(t) = −a0y1(t)− . . .− an−1yn(t) + κϕ(σ(t)), t ∈ I,

где |yi(t)| ≤ mi1, |ẏi(t)| ≤ mi2, i = 1, n, t ∈ I, |ϕ(σ(t))| ≤ ϕ, t ∈ I. Следовательно,
функция yn+1(t), t ∈ I ограничена. Функция ϕ(σ) ∈ Φ0 непрерывна дифференцируема

по σ, причем |dϕ
dσ

| ≤ μ, μ = max(|μ1|, |μ2|), |μ1| < ∞, |μ2| < ∞. Тогда функция ϕ(σ(t)),

t ∈ I – ограничена и равномерно непрерывна по t, t ∈ I, в силу того, что функция σ(t),
t ∈ I – равномерно непрерывна.
С другой стороны

yn+2 = ẏn+1 = −a0y2(t)− . . .− an−1yn+1(t) + κ
dϕ(σ(t))

dt
, t ∈ I,

где
dϕ(σ(t))

dt
=

dϕ(σ(t))

dσ

dσ

dt
, |dϕ(σ(t))

dt
| ≤ |dϕ

dσ
||σ̇(t)| ≤ μc0. Отсюда следует, что функ-

ция yn+2(t), t ∈ I ограничена. Тогда функция yn+1(t), t ∈ I непрерывно дифферен-
цируема, |yn+1(t)| ≤ mn+1,1, |ẏn+1(t)| ≤ mn+1,2, t ∈ I. Следовательно, функция z(t) =
(y1(t), . . . , yn+1(t)), t ∈ I ограничена, |z(t)| ≤ a, t ∈ I и непрерывно дифференцируема,
причем ż(t) ≤ c, t ∈ I, 0 < a < ∞, 0 < c < ∞, верна оценка (18). Интегрируя тождество
(16) после замены ξ(t) на z(t), получим равенство (17). Лемма доказана.

Лемма 5 Пусть выполнены условия леммы 4, и пусть, кроме того:
1) функция ϕ(σ) ∈ C2(R1, R1);

2) |d
2ϕ(σ)

dσ2
| ≤ μ3, 0 < μ3 < ∞.

Тогда для любой постоянной матрицы Q порядка (n + 2) × (n + 2) несобственный
интеграл

∞∫
0

ξ∗(t)Qξ(t) =

∞∫
0

[q1y
2
1(t) + . . .+ qn+2y

2
n+2(t)]dt+ l0, (19)

l0 =

∞∫
0

d

dt
[ξ∗(t)Fξ(t)] = ξ∗(t)Fξ(t)

∣∣∣∞
0
, |l0| < ∞, (20)

где ξ(t) = (y1(t), . . . , yn+2(t)), t ∈ I.

Доказательство. Интегрируя тождество (16), получим соотношения (19), (20). Тре-
буется доказать, что |l0| < ∞. Производная

ẏn+2 = −a0y3(t)− . . .− an−1yn+2 + κ
d2ϕ(σ(t))

dσ2
, t ∈ I,

где
d2ϕ(σ(t))

dt2
=

d

dt

(
dϕ(σ(t))

dσ

)
=

(
d2ϕ

dσ2

)
σ̇(t) +

(
dϕ(σ(t))

dσ

)
σ̈(t), t ∈ I, |dϕ(σ(t))

dσ
| ≤ μ,

0 < μ < ∞, |d
2ϕ(σ(t))

dσ2
| ≤ μ3, 0 < μ3 < ∞, |σ̇(t)| ≤ c0, t ∈ I. Поскольку функции
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y1(t), . . . , yn+2(t), t ∈ I ограничены, то из (15) следует, что |σ̈(t)| ≤ c3, 0 < c3 < ∞,
∀t, t ∈ I. Тогда функция yn+2(t), t ∈ I удовлетворяет условиям |yn+2(t)| ≤ mn+2,1,
|ẏn+2(t)| ≤ mn+2,2, ∀t, t ∈ I, 0 < mn+2,1 < ∞, 0 < mn+2,2 < ∞. Следовательно, вектор
функция ξ(t), t ∈ I ограничена: |ξ(t)| ≤ a, t ∈ I и непрерывно дифференцируема, причем
|ξ̇(t)| ≤ c, t ∈ I, 0 < a < ∞, 0 < c < ∞ и верна оценка (20). Лемма доказана.

Лемма 6 Пусть выполнены условия леммы 4, и пусть, кроме того:
1) скалярная функция V (z) положительна, непрерывна при любом z ∈ Rn+1, z �= 0

и V (0) = 0;

2)
∞∫
0

V (z(t))dt < ∞.

Тогда lim
t→∞

z(t) = 0, z(t) = (y1(t), . . . , yn+1(t)), t ∈ I.

Доказательство аналогичной леммы приведено в [17].

Лемма 7 Пусть выполнены условия леммы 5, и пусть, кроме того:
1) скалярная функция G(ξ) положительна, непрерывна при любом ξ ∈ Rn+2, ξ �= 0

и G(0) = 0;

2)
∞∫
0

G(ξ(t))dt < ∞.

Тогда lim
t→∞

ξ(t) = 0, ξ(t) = (y1(t), . . . , yn+2(t)), t ∈ I.

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 6.

4. Несобственные интегралы

На основе тождеств (12)-(15), оценки (9)-(11), а также лемм 4, 5 могут быть получены
оценки несобственных интегралов вдоль решения системы (8).

Теорема 3 . Пусть выполнены условия лемм 1, 2, 5 матрица A – гурвицева, функция
ϕ(σ) ∈ Φ0. Тогда для любой величины τ1 > 0 вдоль решения системы (8) несобственный
интеграл

I1 =

∞∫
0

[μ1σ̇(t)− ϕ̇(σ(t))]τ1[ϕ̇(σ(t))− μ2σ̇(t)]dt =

∞∫
0

[M0y
2
n+2(t) +M1y

2
n+1(t)+

+M2y
2
1(t) + . . .+Mn+1y

2
n(t)]dt+ l1 ≥ 0,

(21)

l1 =

∞∫
0

d

dt
[ξ∗(t)F1ξ(t)]dt = ξ∗(t)F1ξ(t)

∣∣∣∞
0
, |l1| < ∞, (22)

где ξ(t) = (y1(t), . . . , yn+2(t)), t ∈ I, |μ1| < ∞, |μ2| < ∞, ϕ(σ) ∈ C2(R1, R1), |d
2ϕ

dσ2
| ≤ μ3,

0 < μ3 < ∞.
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Доказательство. Из включения ϕ(σ) ∈ Φ0 следует, что

(μ1 − ϕ̇

σ̇
)(
ϕ̇

σ̇
− μ2) ≥ 0, ϕ̇ =

dϕ(σ(t))

dt
, σ̇ = σ̇(t), t ∈ I, (23)

где
dϕ(σ(t))

dt
=

dϕ(σ(t))
dt
dσ
dt

=
ϕ̇

σ̇
, ϕ̇(t) =

dϕ(σ(t))

dt
.

Умножая тождество (23) на σ̇2(t), получим

[μ1σ̇(t)− ϕ̇(t)]τ1[ϕ̇(t)− μ2σ̇(t)] ≥ 0, ∀t, t ∈ I,

где τ1 > 0 – некоторое число. Как следует из тождеств (13), (14) верны тождества

μ1σ̇()−ϕ̇(t) = −κ−1yn+2(t)+(δ0μ1−κ−1an−1)yn+1+μ1δ1y1(t)+. . .+(μ1δn−κ−1an−2)yn, t ∈ I,

ϕ̇(t)−μ2σ̇(t) = κ−1yn+2(t)+(κ−1an−1−μ1δ0)yn+1−μ2δ1y1(t)+. . .+(κ−1an−2−μ2δn)yn, t ∈ I.

Легко убедиться в том, что произведение (23) является квадратичной формой отно-
сительно переменной ξ = (y1, y, . . . , yn+1, yn+2). Тогда несобственный интеграл

I1 =

∞∫
0

ξ∗(t)Qξ(t)dt ≥ 0,

где ξ∗(t)Qξ(t) = [μ1σ̇(t)− ϕ̇(t)]τ1[ϕ̇(t)− μ2σ̇(t)], t ∈ I. Поскольку выполнены все условия
леммы 5, то верны соотношения (21), (22). Теорема доказана.

Теорема 4 Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда для любых величин γ0, γ1, . . . ,
γn, γn+1, вдоль решения системы (8) несобственный интеграл

I2 =

∞∫
0

[γ0yn+2(t) + γ1yn+1(t) + γ2y1(t) + . . .+ γn+1yn(t)]
2dt =

∞∫
0

[Γ0y
2
n+2(t) + Γ1y

2
n+1(t) + Γ2y

2
1(t) + . . .+ Γn+1y

2
n(t)]dt+ l2 ≥ 0,

(24)

l2 =

∞∫
0

d

dt
[ξ∗(t)F2ξ(t)]dt = ξ∗(t)F2ξ(t)

∣∣∣∞
0
, |l2| < ∞, (25)

где F2 – постоянная матрица порядка (n+ 2)× (n+ 2).

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 3.

Теорема 5 Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда для любых величин h0, h1, h2,
вдоль решения (8) несобственный интеграл

I3 =

∞∫
0

[h0σ̈(t) + h1σ̇(t) + h2ϕ(σ(t))]
2dt =

∞∫
0

[H0y
2
n+2(t) +H1y

2
n+1(t)+

+H2y
2
1(t) + . . .+Hn+1y

2
n(t)]dt+ l3 ≥ 0,

(26)
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l3 =

∞∫
0

d

dt
[ξ∗(t)F3ξ(t)]dt = ξ∗(t)F3ξ(t)

∣∣∣∞
0
, |l3| < ∞, (27)

где F3 – постоянная матрица порядка (n+ 2)× (n+ 2).

Доказательство. Поскольку σ̈, σ̇, ϕ(σ(t)), t ∈ I определяется тождествами (15),
(13), (12) соответственно, то

ξ∗(t)Qξ(t) = [h0σ̈(t) + h1σ̇(t) + h2ϕ(σ(t))]
2, t ∈ I.

Далее, повторяя доказательства теоремы 3, получим соотношения (26), (27). Теорема
доказана.
А. Рассмотрим случай, когда

l3 =

σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη = 0, ∀σ, σ ∈ R1. (28)

Теорема 6 Пусть выполнены условия лемм 1, 2, 4, матрица A – гурвицева, функция
ϕ(σ) ∈ Φ0 и верно равенство (28). Тогда для любой величины τ2, вдоль решения системы
(8) несобственный интеграл

I4 =

∞∫
0

ϕ(σ(t))τ2σ̇(t)dt =

∞∫
0

[N1y
2
n+1(t) +N2y

2
1(t) + . . .+Nn+1y

2
n(t)]dt+ l4 =

=

σ(∞)∫
σ0

ϕ(σ)τ2dσ < ∞,

(29)

l4 =

∞∫
0

d

dt
[z∗(t)F4z(t)]dt = z∗(t)F4z(t)

∣∣∣∞
0
, |l4| < ∞, (30)

где F4 – постоянная матрица порядка (n+ 1)× (n+ 1), z(t) = (y1(t), . . . , yn+1(t)), t ∈ I.

Доказательство. Для решения системы (8) верны тождества (12), (13). Произве-
дение ϕ(σ(t))τ2σ̇(t) = z∗(t)Qz(t), t ∈ I. Далее, применяя лемму 4, получим соотношения
(29), (30). Так как

∞∫
0

ϕ(σ(t))τ2σ̇(t)dt =

σ(∞)∫
σ0

ϕ(σ)τ2dσ,

σ+Δ∫
σ

ϕ(η)τ2dη = 0, ∀σ, σ ∈ R1,

для любого τ2, то
σ(∞)∫
σ0

ϕ(σ)τ2dσ < ∞.

Теорема доказана.
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Б. Рассмотрим случай, когда

σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη = α �= 0, ∀σ, σ ∈ R1. (31)

Пусть величины ν, β такие, что β =
σ+Δ∫
σ

|ϕ(η)|dη, ν = α/β.

Теорема 7 Пусть выполнены условия лемм 1, 2, 4, матрица A – гурвицева, функция
ϕ(σ) ∈ Φ0 и верно равенство (31), величины α, β такие, что α − νβ = 0. Тогда для
любых величин τ3, τ4 > 0, τ5 > 0 таких, что 4τ4τ5 − ν2τ 23 > 0, вдоль решения системы
(8) несобственный интеграл

I5 =

∞∫
0

[ϕ(σ(t))τ3σ̇(t)− τ4ϕ
2(σ(t))− τ5σ̇

2(t)]dt =

∞∫
0

[P1y
2
n+1(t) + P2y

2
1(t) + . . .

. . .+ Pn+1y
2
n(t)]dt+ l5 < ∞,

(32)

l5 =

∞∫
0

d

dt
[z∗(t)F5z(t)]dt = z∗(t)F5z(t)

∣∣∣∞
0
, |l5| < ∞, (33)

где F5 – постоянная матрица порядка (n+ 1)× (n+ 1), z(t) = (y1, . . . , yn+1).

Доказательство. Обозначим через Φ(σ) = ϕ(σ) − ν|ϕ(σ)|. Функция Φ(σ) обладает
свойством

σ+Δ∫
σ

Φ(η)dη =

σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη − ν

σ+Δ∫
σ

|ϕ(η)|dη = α− νβ = 0,

для любого σ, σ ∈ R1. Отсюда следует, что

∞∫
0

[ϕ(σ(t))− ν|ϕ(σ(t))|]τ3σ̇(t)dt =
σ(∞)∫
σ(0)

Φ(σ)τ3dσ < ∞ (34)

для любого числа τ3. Рассмотрим функцию

S(t) = ϕ(σ(t))τ3σ̇(t)− τ4ϕ
2(σ(t))− τ5σ̇(t)− Φ(σ(t))τ3σ̇(t) =

= −
[√

τ5σ̇ − ντ4
2
√
τ5
|ϕ|

]2
+

(
ν2τ 23
4τ5

− τ4

)
ϕ2, ∀t, t ∈ I.

Заметим, что S(t) ≤ 0, ∀t, t ∈ I при 4τ4τ5 − ν2τ 23 ≥ 0. Тогда

ϕ(σ(t))τ3σ̇(t)− τ4ϕ
2(σ(t))− τ5σ̇

2(t) ≤ Φ(σ(t))τ3σ̇(t), ∀t, t ∈ I.
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Следовательно, несобственный интеграл

I5 =

∞∫
0

[ϕ(σ(t))τ3σ̇(t)− τ4ϕ
2(σ(t))− τ5σ̇

2(t)]dt ≤
∞∫
0

Φ(σ(t))τ3σ̇(t)dt =

=

σ(∞)∫
σ(0)

Φ(σ)τ3dσ < ∞,

(35)

в силу неравенства (34). Поскольку вдоль решения системы (8) верны тождества (12),
(13), то

z∗(t)Q1z(t) = ϕ(σ(t))τ3(̇σ)(t)− τ4ϕ
2(σ(t))− τ5σ̇

2(t), t ∈ I.

Далее, применяя лемму 4, получим соотношения (32), (33). Теорема доказана.

Теорема 8 Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда для любых величин δ1 > 0, δ2,
δ3 вдоль решения системы (8) несобственный интеграл

I6 =

∞∫
0

[
−δ1ϕ

2 − δ22
δ1
σ̇2 − δ23ν

2

δ1
ϕ2 − 2δ2ϕ̇σ̇ +

2δ2δ3
δ1

ϕσ̇

]
dt =

=

∞∫
0

[L0y
2
n+2 + L1y

2
n+1 + L2y

2
1 + . . .+ Ln+1y

2
n]dt+ l6 < ∞,

(36)

l6 =

∞∫
0

d

dt
[ξ∗(t)F6ξ(t)]dt = ξ∗(t)F6ξ(t)

∣∣∣∞
0
, |l6| < ∞, (37)

где α− νβ = 0, верно равенство (31).

Доказательство. Вдоль решения системы (8) верно неравенство

π =

[√
δ1ϕ̇+

δ2√
δ1
σ̇ − δ3ν√

δ1
|ϕ|

]2
≥ 0.

Отсюда следует, что

−2δ3νϕ̇|ϕ|+ 2δ2δ3
δ1

[ϕ− ν|ϕ|]σ̇ ≥ −δ1ϕ
2 − δ22

δ1
σ̇2−

−δ23ν
2

δ1
ϕ2 − 2δ2σ2ϕ̇σ̇ +

2δ2δ3
δ1

σ̇ϕ.

Тогда несобственный интеграл

I6 =

∞∫
0

[
−δ1ϕ

2 − δ22
δ1
σ̇2 − δ23ν

2

δ1
ϕ2 − 2δ2ϕ̇σ̇ +

2δ2δ3
δ1

σ̇ϕ

]
dt ≤
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∞∫
0

(−2δ3ν)ϕ̇|ϕ|dt+
∞∫
0

2δ2δ3
δ1

[ϕ− ν|ϕ|]σ̇dt,

где
∞∫
0

(−2δ3ν)ϕ̇|ϕ|dt < ∞,
∞∫
0

2δ2δ3
δ1

[ϕ− ν|ϕ|]σ̇dt < ∞.

Далее, используя (12)-(14), получим оценки (36), (37). Теорема доказана.

5. Глобальная асимптотическая устойчивость

На основе результатов изложенных выше, могут быть сформулированы критерии
глобальной асимптотической устойчивости стационарного множества Λ системы (2), (3)
для двух случаев:

а)
σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη = 0; б)
σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη = α �= 0,

в отдельности.

Теорема 9 Пусть выполнены следующие условия:
1) матрица A – гурвицева, ϕ(σ) ∈ Φ0;
2) существует вектор θ∗ ∈ Rn такой, что

θB = 0, θAB = 0, . . . , θAn−2B = 0, κ = θAn−1B �= 0;

3) ранг матрицы P = ‖θ∗, Aθ∗, . . . , A∗n−1θ∗‖ равен n;

4)
σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη = 0;

5) Ni − Γi > 0, i = 1, n+ 1, γ0 = 0.
Тогда стационарное множество Λ системы (2), (3) глобально асимптотически

устойчиво.

Доказательство. При выполнении условий 1)-5) теоремы, верны утверждения тео-
рем 4, 6 для переменных yn+1, y1, . . . , yn. В частности, из теоремы 4 при γ0 = 0 неравен-
ства (26), (27) запишутся так

−I2 =

∞∫
0

[−Γ1y
2
n+1(t)− Γ2y

2
1(t)− . . .− Γn+1)y

2
n(t)]dt− l2 ≤ 0,

l2 =

∞∫
0

d

dt
[z∗(t)F 2z(t)]dt = z∗(t)F 2z(t)

∣∣∣∞
0
, |l2| < ∞,

где z(t) = (y1(t), . . . , yn+1(t)), t ∈ I. Отсюда следует, что

∞∫
0

[−Γ1y
2
n+1(t)− Γ2y

2
1(t)− . . .− Γn+1)y

2
n(t)]dt ≤ l2 < ∞. (38)
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Как следует из теоремы 6, верна оценка (см. (29), (30))

∞∫
0

[N1y
2
n+1(t) +N2y

2
1(t) + . . .+Nn+1)y

2
n(t)]dt < ∞. (39)

Из (38), (39) имеем

∞∫
0

V (z(t))dt =

∞∫
0

[(N1 − Γ1)y
2
n+1(t) + (N2 − Γ2)y

2
1(t) + . . .+

+(Nn+1 − Γn+1)y
2
n(t)]dt < ∞, V (0) = 0, V (z) > 0, z �= 0.

(40)

Далее, применяя лемму 6 из оценки (40), получим lim
t→∞

yi(t) = 0, i = 1, n+ 1 в силу
условия 5) теоремы. Заметим, что функция z(t), t ∈ I удовлетворяет условиям |z(t)| ≤ a,
|ż(t)| ≤ c, t ∈ I. Как следует из леммы 2, если lim

t→∞
yi(t) = 0, i = 1, n, то lim

t→∞
x(t) = 0.

Согласно утверждению теоремы 2, lim
t→∞

σ̇(t) = 0. Тогда lim
t→∞

σ(t) = σ∗, ϕ(σ(t)) → ϕ(σ∗)

при t → ∞, где lim
t→∞

ϕ(σ(t)) = ϕ(σ∗) = 0. Пара (x∗ = 0, σ∗) ∈ Λ. Теорема доказана.

Теорема 10 . Пусть выполнены условия 1) - 4) теоремы 9, и пусть, кроме того:

1)ϕ(σ) ∈ C2(R1, R1), |d
2ϕ(σ)

dσ2
| ≤ μ3, 0 < μ3 < ∞;

2)−M0 − Γ0 > 0, Ni −Mi − Γi > 0, i = 1, n+ 1.

Тогда стационарное множество Λ системы (2), (3) глобально асимптотически устой-
чиво.

Доказательство. При выполнении условия теоремы, верны утверждения теорем 3,
4, 6. Как следует из формул (21), (22), (24), (25), (29), (30) верны соотношения

−I1 =

∞∫
0

[−M1y
2
n+1(t)−M2y

2
1(t)− . . .−Mn+1)y

2
n(t)]dt− l1 ≤ 0,

−I2 =

∞∫
0

[−Γ1y
2
n+1(t)− Γ2y

2
1(t)− . . .− Γn+1y

2
n(t)]dt− l2 ≤ 0,

I4 =

∞∫
0

[N1y
2
n+1(t) +N2y

2
1(t) + . . .+Nn+1)y

2
n(t)]dt− l4 < infty,

где |l1| < ∞, |l2| < ∞, |l4| < ∞. Отсюда следует, что

∞∫
0

[(−M0 − Γ0)y
2
n+2(t) + (N1 −M1 − Γ1)y

2
n+1(t) + (N2 −M2 − Γ2)y

2
1(t) + . . .+

+(Nn+1 −Mn+1 − Γn+1)y
2
n(t)]dt ≤ l1 + l2 − l4 < ∞,

(41)
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где −M0 − Γ0 > 0, Ni −Mi − Γi > 0, i = 1n+ 1. Скалярная функция G(ξ(t)) = (−M0 −
Γ0)y

2
n+2(t)+ (N1−M1−Γ1)y

2
n+1(t)+ (N2−M2−Γ2)y

2
1(t)+ . . .+(Nn+1−Mn+1−Γn+1)y

2
n(t),

ξ(t) = (y1(t), . . . , yn+2(t)), t ∈ I. Далее, применяя лемму 7, с учетом того, что G(ξ) > 0,

∀ξ, ξ ∈ Rn+2, G(0) = 0,
∞∫
0

G(ξ(t))dt < ∞, в силу неравенства (41), получим lim
t→∞

ξ(t) = 0.

Следовательно, lim
t→∞

x(t) = 0, lim
t→∞

σ̇(t) = 0, σ(t) → σ∗, ϕ(σ(t)) → ϕ(σ∗) при t → ∞.

Теорема доказана.

Теорема 11 . Пусть выполнены условия 1) - 4) теоремы 9, и пусть, кроме того:
1) выполнены условия теорем 3-5;
2) M0 +H0 + Γ0 = 0, Mi +Hi + Γi = Ni, i = 1, n+ 1;
Тогда

h0σ̈(t) + h1σ̇ + h2ϕ(σ(t)) = 0 при t → ∞. (42)

Если, кроме того, решение системы второго порядка

h0θ̈ + h1θ̇ + h2ϕ(θ) = 0, t ∈ I (43)

глобально асимптотически устойчиво, то стационарное множество Λ системы (2),
(3) глобально асимптотически устойчиво.

Доказательство. Суммы несобственных интегралов

I1 + I2 + I3 =

∞∫
0

[(M0 +H0 +Γ0)y
2
n+2(t) + (M1 +H1 +Γ1)y

2
n+1(t) + (M2 +H2 +Γ2)y

2
1(t) + . . .

. . .+ (Mn+1 +Hn+1 + Γn+1)y
2
n(t)]dt+ l1 + l2 + l3, |li| < ∞, i = 1, 2, 3.

I4 +R1 =

∞∫
0

[N1y
2
n+1(t) +N2y

2
1(t) + . . .+Nn+1y

2
n(t)]dt+ l4 +R1, R1 = l1 + l2 + l3 − l4.

Заметим, что I4 + R1 < ∞, |l4| < ∞. При выполнении условия 2) теоремы верно
равенство I1 + I2 + I3 = I4 + R1 < ∞, где I1 ≥ 0, I2 ≥ 0, I3 ≥ 0, |R1| < ∞. Тогда
I3 ≤ I1 + I2 + I3 = I4 +R1 < ∞. Следовательно,

I3 =

∞∫
0

[h0σ̈(t) + h1σ̇ + h2ϕ(σ(t))]
2dt+ l3 ≤ I4 +R1 < ∞,

где |l3| < ∞, функция f(t) = h0σ̈(t) + h1σ̇ + h2ϕ(σ(t)), t ∈ I – равномерно непрерывна.
Отсюда следует, что lim

t→∞
f(t) = 0, т.е. верно равенство (42).

Пусть θ(t), t ∈ I – решение дифференциального уравнения (43). Тогда σ(t) = θ(t)
при t → ∞. По условию теоремы решение уравнения (43) глобально асимптотически
устойчиво. Следовательно, θ(t) → θ∗ при t → ∞, где ϕ(θ∗) = 0. Тогда σ(t) → σ∗ при
t → ∞, ϕ(θ∗) = ϕ(σ∗) = 0. Рассмотрим автономную систему ẋ = Ax + Bϕ(σ(t)), где
ϕ(σ) → 0 при t → ∞. Так как матрица A – гурвицева, то x(t) → x∗ = 0 при t → ∞.
Итак, пара (x∗, σ∗) ∈ Λ. Теорема доказана.

Теперь рассмотрим случай, когда
σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη = α �= 0.
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Теорема 12 Пусть выполнены следующие условия:
1) матрица A – гурвицева, ϕ(σ) ∈ Φ0;
2) θB = 0, θAB = 0, . . . , θAn−2B = 0, θAn−1B = κ �= 0;
3) ранг матрицы P = n;

4)
σ+Δ∫
σ

ϕ(η)dη = α �= 0;

5) выполнены условия теорем 4, 7, и пусть, кроме того:

Pi − Γi ≥ 0, i = 1, n+ 1, γ0 = 0.

Тогда стационарное множество Λ системы (2), (3) глобально асимптотически
устойчиво.

Доказательство. Из неравенств (24), (25) при γ0 = 0, имеем

−I2 =

∞∫
0

[−Γ1y
2
n+1(t)− Γ2y

2
1(t)− . . .− Γn+1y

2
n(t)]dt− l2 ≤ 0.

Из (32), (33) следует, что

I5 =

∞∫
0

[P1y
2
n+1(t) + P2y

2
1(t) + . . .+ Pn+1)y

2
n(t)]dt− l5 < ∞.

Тогда

∞∫
0

[(P1 − Γ1)y
2
n+1(t) + (P2 − Γ2)y

2
1(t) + . . .+ (Pn+1 − Γn+1)y

2
n(t)]dt ≤ l2 − l5 < ∞,

где |l2| < ∞, |l5| < ∞. Далее, применяя лемму 6, получим lim
t→∞

yi(t) = 0, i = 1, n+ 1.

Теорема доказана.

Теорема 13 Пусть выполнены условия 1) – 4) теоремы 12, и пусть, кроме того:
1. выполнены условия теорем 3, 4, 7;
2. −M0 − Γ0 > 0, Pi −Mi − Γi > 0, i = 1, n+ 1.
Тогда стационарное множество Λ системы (2), (3) глобально асимптотически

устойчиво.

Доказательство. Так как −I1 ≤ 0, −I2 ≤ 0, I5 < ∞, то −I1 − I2 + I5 < ∞. Отсюда
следует, что

∞∫
0

[(−M0−Γ0)y
2
n+2+(P1−M1−Γ1)y

2
n+1+(P2−M2−Γ2)y

2
1+. . .+(Pn+1−Mn+1−Γn+1)y

2
n]dt < ∞.

Далее, применяя лемму 7, получим lim
t→∞

yi(t) = 0, i = 1, n+ 2. Теорема доказана.
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Теорема 14 Пусть выполнены условия 1) – 4) теоремы 12, и пусть, кроме того:
1. выполнены условия теорем 3, 4, 8;
2. L0 −M0 − Γ0 > 0, Li −Mi − Γi > 0, i = 1, n+ 1.
Тогда стационарное множество Λ системы (2), (3) глобально асимптотически

устойчиво.

Доказательство. Из неравенства −I1 − I2 + I6 < ∞. следует, что
∞∫
0

[(L0−M0−Γ0)y
2
n+2+(L1−M1−Γ1)y

2
n+1+(L2−M2−Γ2)y

2
1+. . .+(Ln+1−Mn+1−Γn+1)y

2
n]dt < ∞.

Тогда утверждение теоремы следует из леммы 7. Теорема доказана.

Теорема 15 Пусть выполнены условия 1) – 4) теоремы 12, и пусть, кроме того:
1. выполнены условия теорем 3-5, 7;
2. M0 +H0 + Γ0 = 0, Mi +Hi + Γi = Pi, i = 1, n+ 1.
Тогда

h0σ̈(t) + h1σ̇(t) + h2ϕ(σ(t)) = 0 при t → ∞
Если, кроме того, решение системы второго порядка

h0z̈ + h1ż + h2ϕ(z) = 0, t ∈ I

глобально асимптотически устойчиво, то стационарное множество Λ системы (2),
(3) глобально асимптотически устойчиво.

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 11.

Теорема 16 Пусть выполнены условия 1) – 4) теоремы 12, и пусть, кроме того:
1. выполнены условия теорем 3-5, 8;
2. M0 +H0 + Γ0 = 0, Mi +Hi + Γi = Pi, i = 1, n+ 1.
Тогда

h0σ̈(t) + h1σ̇(t) + h2ϕ(σ(t)) = 0 при t → ∞
Если, кроме того, решение системы второго порядка

h0z̈ + h1ż + h2ϕ(z) = 0, t ∈ I

глобально асимптотически устойчиво, то стационарное множество Λ системы (2),
(3) глобально асимптотически устойчиво.

Доказательство теоремы следует из равенства I1+I2+I3 = I6+R3, R3 = l1+l2+l3−l6,
где I1 ≥ 0, I2 ≥ 0, I3 ≥ 0, I6 +R3 < ∞.

6. Задача фазовой синхронизации

Уравнения движения системы фазовой подстройки частоты с пропорционально ин-
тегрирующим фильтром в автономном случае имеет вид [19]:

ẋ = − 1

T
x+ (β − 1)ϕ(σ), σ̇ = x− βTϕ(σ), t ∈ I = [0,∞), (44)
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где

ϕ(σ) ∈ Φ0 =
{
ϕ(σ) ∈ C1(R1, R1) | − 1 ≤ dϕ(σ)

dσ
≤ 1, ϕ(σ) = ϕ(σ +Δ)

}
. (45)

Для данного примера A = − 1
T
, B = β−1, R = −βT, C = 1, где T >, β ∈ (0, 1), n = 1,

m = 1, x = y1.
1 случай. Для определенности выберем функцию ϕ(σ) = sin σ. В этом случае Δ =

2π, R − CA−1B = −T �= 0. Стационарное множество Λ = {(x∗, σ∗) ∈ R2|x∗ = 0 σ∗ =

±kπ, k = 1, 2, . . .} – счетное множество. Так как dϕ
dσ

= cos σ, d2ϕ
dσ2 = − sin σ, |d2ϕ

dσ2 | ≤ 1,
μ1 = −1, μ2 = 1, матрица A = − 1

T
< 0 – гурвицева.

Как следует из теоремы 2, верны тождества

ϕ(σ(t)) =
1

β − 1
(y2 +

1

T
y1), σ̇(t) = − βT

β − 1
y2 − 1

β − 1
y1,

ϕ̇(t) =
1

β − 1
(y3 +

1

T
y2), σ̈(t) = − βT

β − 1
y3 − 1

β − 1
y2,

где ẏ1 = ẋ = ẏ1, ϕ(t) =
dϕ(σ(t))

dt
.

Несобственные интегралы

I1 =

∞∫
0

[M0y
2
3 +M1y

2
2 +M2y

2
1]dt+ l1 ≥ 0,

M0 = − τ1
(β − 1)2

, M1 =
β2T 4 − 1

T 2(β − 1)2
τ1,M2 =

τ1
(β − 1)2

, |l1| < ∞;

I2 =

∞∫
0

[Γ0y
2
3 + Γ1y

2
2 + Γ2y

2
1]dt+ l2 ≥ 0,

Γ0 = γ2
0 , Γ1 = γ2

1 − 2γ0γ2, Γ2 = γ2
2 ;

I4 =

∞∫
0

[N1y
2
2 +N2y

2
1]dt+ l4 < ∞, N1 = − βTτ2

(β − 1)2
, N2 = − τ2

T (β − 1)2
,

z(t) = (y1(t), y2(t)), t ∈ I, τ2 – любые числа, τ1 > 0, |l2| < ∞, |l4| < ∞.
Ниже приведены результаты применения теоремы 10:

−M0 − Γ0 > 0 :
τ1

(β − 1)2
− γ2

0 > 0; (46)

N1 −M1 − Γ1 > 0 : − βT

(β − 1)2
τ2 − β2T 4 − 1

T 2(β − 1)2
τ1 − γ2

1 + 2γ0γ2 > 0; (47)

N2 −M2 − Γ2 > 0 : − τ2
T (β − 1)

− τ1
(β − 1)2

− γ2
2 > 0. (48)

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №2(85). 2015



22 Айсагалиев С.А., АбеновБ.К., Аязбаева А.М.

Из (46) - (48) следует

1 + βT 4(1− β)

T 2
γ2
0 + βT 2γ2

2 − γ2
1 + 2γ0γ2 > 0. (49)

Неравенство (49) выполнено для любого γ0 > 0, γ1 = 0, γ2 > 0, β ∈ (0, 1). Сле-
довательно, стационарное множество Λ системы (44), (45) при ϕ(σ) = sin σ глобально
асимптотически устойчиво для любых T > 0, β ∈ (0, 1).
2 случай. Пусть ϕ(σ) = sin σ − γ, γ ∈ (0, 1). В этом случае, величины

α =

σ+2π∫
σ

ϕ(η)dη = −2πγ, β =

σ+2π∫
σ

|ϕ(η)|dη = 4(γ arcsin γ +
√

1− γ2),

ν =
α

β
=

−0, 5πγ

γ arcsin γ +
√

1− γ2
.

Проверим условия теоремы 12. Несобственный интеграл

I5 =

∞∫
0

[P1y
2
2 + P2y

2
1]dt+ l5 < ∞, P1 = − βT

(β − 1)2
τ3 − τ4

(β − 1)2
− β2T 2

(β − 1)2
τ5,

P2 = − τ3
T (β − 1)2

− τ4
T 2(β − 1)2

− τ5
(β − 1)2

, z(t) = (y1(t), y2(t)), t ∈ I,

Ниже приведены результаты применения теоремы 13:

−M0 − Γ0 > 0 :
τ1

(β − 1)2
− γ2

0 > 0; (50)

P1−M1−Γ1 > 0 : − βT

(β − 1)2
τ3− τ4

(β − 1)2
− β2T 2

(β − 1)2
τ5− β2T 4 − 1

T 2(β − 1)2
τ1−γ2

1+2γ0γ2 > 0;

(51)

P2 −M2 − Γ2 > 0 : − τ3
T (β − 1)2

− τ4
T 2(β − 1)2

− τ5
(β − 1)2

− τ1
(β − 1)2

− γ2
2 > 0. (52)

Из (50) - (52) имеем

|ν| ≤
2
√

(1− β){1+βT 4(1−β)
T 2 γ2

0 − γ2
1 + 2γ0γ2 + βT 2γ2

2}τ5 + βT 2τ 25

γ2
0 [

1−β
T 3 + T (1− β)2(1 + β)] + T (1− β)γ2

2 − 1−β
T

γ2
1 + 2γ0γ2

1−β
T

+ T (1 + β)τ5
. (53)

В частности, при γ0 = γ1 = γ2 = 0 из (53), получим

|ν| ≤ 0, 5πγ

γ arcsin γ +
√
1− γ2

≤ 2
√
β

1 + β
, ∀T, T > 0.

В работе [19] для системы (44), (45) на основе частотного метода был получен такой
же результат.
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В общем случае, величины γ0, γ1, γ2, τ5 > 0 необходимо выбрать из решения оптими-
зационной задачи

|ν| ≤ max
γ0,γ1,γ2

{правая часть (53)}.
Из (53), в частности, при β = 0 получим

|ν| ≤
2
√

( 1
T 2γ2

0 − γ2
1 + 2γ0γ2)τ5

1+T 4

T 3 γ2
0 + Tγ2

2 − 1
T
γ2
1 +

2γ0γ2
T

+ Tτ5
.

Отсюда при γ1 = 0, γ2 = 0 имеем

|ν| ≤ 0, 5πγ

γ arcsin γ +
√

1− γ2
≤

2
√

1
T 2γ2

0τ5

γ2
0(

1+T 4

T 3 ) + Tτ5
.

На основе численных расчетов при β = 0 для построения зависимости γ от T полу-
чены: T = 1, γ = 0, 6, |ν| = 0, 8; T = 10, γ = 0, 1, |ν| = 0, 1; T = 0, 5, γ = 0, 8, |ν| = 0, 95.
Эти результаты близки к результатам из [20], полученных качественно-численными ме-
тодами.

7. Математический маятник

Рассмотрим уравнения движения математического маятника (1). Необходимо найти
γкр = γкр(α). Уравнение (1) может быть представлено в виде

σ̇ = x, ẋ = −αx− ϕ(σ), (54)

где ϕ(σ) = sin σ − γ, γ ∈ (0, 1). Обозначая x = y1, получим тождества

ϕ(σ(t)) = −αy1 − y2, ϕ̇ = −αy2 − y3, σ̇(t) = y1(t), t ∈ I,

где ẏ1 = y2, ẏ2 = y3. В результате применения теоремы 13, имеем

−M0 − Γ0 > 0 : τ1 − γ2
0 > 0, (55)

P1 −M1 − Γ1 > 0 : τ1α
2 − τ4 − γ2

1 + 2γ0γ2 > 0, (56)
P2 −M2 − Γ2 > 0 : −τ1 − ατ3 − α2τ4 − τ5 + γ2

2 > 0. (57)
Из (50) - (52) следует, что

|ν| ≤ 0, 5πγ

γ arcsin γ +
√

1− γ2
≤ 2

√
(α2γ2

0 − γ2
1 + 2γ0γ2)τ5

( 1
α
+ α3)γ2

0 +
1
α
τ5 + αγ2

2 − αγ2
1 + 2αγ0γ2

.

Величины γ0, γ1, γ2, τ5 > 0 определяются из решения оптимизационной задачи

max
γ0,γ1,γ2,τ5

2
√
(α2γ2

0 − γ2
1 + 2γ0γ2)τ5

( 1
α
+ α3)γ2

0 +
1
α
τ5 + αγ2

2 − αγ2
1 + 2αγ0γ2

, tau5 > 0.

В частности при γ1 = 0, γ0 = γ2, имеем

|nu| ≤ 2
√
τ4τ5

|τ3| =
2αγ0

√
2 + α2

√
τ5

(2 + 2α2 + α4)γ2
0 + τ5

, τ5 > 0.

Результаты численных расчетов: α = 0, 1, |ν| = 0, 09, γкр = 0, 05; α = 1, |ν| = 0, 775,
γкр = 0, 58; α = 10, |ν| = 0, 987, γкр = 0, 94. Эти результаты совпадают с известными
оценками значений γкр.
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