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Об устойчивых асимптотических характеристиках дифференциальных
систем

Целью работы является исследование центральных показателей линейных однородных си-
стем дифференциальных уравнений с непрерывными и ограниченными коэффициентами в
критических случаях и разработка устойчивых характеристик дифференциальных систем в
случаях нулевых значений центральных показателей. Методологию работы составили методы
качественной теории дифференциальных уравнений, методы первого приближения диффе-
ренциальных систем, методы центральных показателей. В работе в критических случаях цен-
тральных показателей определяются обобщенные верхнее и нижнее центральные показатели
линейных однородных систем дифференциальных уравнений с непрерывными со стремящи-
мися к нулю коэффициентами. Получено достаточное условие асимптотической устойчиво-
сти линейной системы. Установлена связь обобщенной верхней функцией исходной системы с
обобщенной нижней функцией сопряженной линейной системы. Использованием обобщенно-
го верхнего центрального показателя установлена сверху равномерная оценка решений нели-
нейных систем дифференциальных уравнений. Использованием обобщенного нижнего цен-
трального показателя установлена снизу равномерная оценка решений нелинейных систем
дифференциальных уравнений. Приведен признак устойчивости нулевого решения нелиней-
ной системы дифференциальных уравнений по первому приближению. Полученные результа-
ты являются совершенствованием метода центральных показателей в критических случаях.
Выводы авторов могут быть использованы в процессе теоретических задачах и в ряде при-
ложений теории дифференциальных уравнений.
Ключевые слова: показатели, центральные показатели, полунепрерывность, линейные си-
стемы, устойчивость, оценка решений

Aldybekov T.M., Mirzakulova A.E., Aldazharova M.M.
On the stability asymptotic characteristics of the differential equations

The aim is to study the central exponents of linear homogeneous systems of differential
equations with continuous and bounded coefficients in critical cases and the development of
stable characteristics of differential systems in the case of zero values of the central figures. The
methodology of work amounted to methods of the qualitative theory of differential equations,
methods of the first approximation of differential systems, methods of the central figures. The work
in critical cases determined by central exponents of generalized upper and lower central exponents
of linear homogeneous systems of differential equations with continuous coefficients tending to
zero. A sufficient condition for the asymptotic stability of a linear system. The connection of the
generalized upper function of the original system with the dual function of a generalized lower linear
system. Using generalized upper central figure set top uniform estimate of solutions of nonlinear
systems of differential equations. By using the generalized lower central figure installed below the
uniform estimate of solutions of nonlinear systems of differential equations. An indication of the
stability of the trivial solution of nonlinear differential equations of the first approximation.The
results are the improvement of the method of the central figures in critical cases. The authors’
conclusions may be used in the process of theoretical problems in a number of applications of the
theory of differential equations.
Key words: indicators, central figures, semi, linear systems, stability estimation solutions
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Алдибеков Т.М., Мирзакулова А.Е., Алдажарова М.М.
Дифференциалдық жүйелердiң орнықты асимптотикалық сипаттауыштары туралы

Жұмыстың мақсаты сыни жағдайлардағы үзiлiссiз және шенелген коэффициенттерi бар
сызықтық бiртектi дифференциалдық теңдеулер жүйелерiнiң орталық көрсеткiштерiн және
орталық көрсеткiштердiң нөлдiк мәндерiнде дифференциалдық жүйелерiнiң орнықты си-
паттауыштарын зерттеу болып табылады. Жұмысты зерттеуде дифференциалдық теңдеу-
лердiң сапалық теориясының, дифференциалдық жүйелердiң бiрiншi жуықтау және орта-
лық көрсеткiштер әдiстерi қолданылды. Нөл санына ұмтылатын үзiлiссiз сызықтық бiр-
тектi дифференциалдық теңдеулер жүйесiнiң жалпыланған жоғарғы және төменгi орталық
көрсеткiштерi анықталынды. Сызықты жүйелердiң асимптотикалық орнықтылығының жет-
кiлiктi шарты алынды. Берiлген жүйенiң жалпыланған жоғарғы функциясы мен түйiндес
сызықты жүйенiң жалпыланған төменгi функция арасындағы байланыс орнатылды. Жал-
пыланған жоғарғы орталық көрсеткiштi қолдану арқылы сызықтық емес дифференциал-
дық теңдеу-лер жүйелерiнiң шешiмдерiнiң бiрқалыпты жоғарғы бағалауы орнатылды. Жал-
пыланған төменгi орталық көрсеткiштi қолдану арқылы сызықтық емес дифференциалдық
теңдеулер жүйелерiнiң шешiмдерiнiң бiрқалыпты төменгi бағалауы орнатылды. Сызықтық
емес дифференциалдық теңдеулер жүйелерiнiң нөлдiк шешiмдерiнiң бiрiншi жуықтау бойын-
ша орнық-тылығының белгiсi келтiрiлдi. Алынған нәтижелер сыни жағдайлардағы орталық
көрсеткiш-тер әдiсiн жетiлдiру болып табылады. Авторлардың қорытындыларын дифферен-
циалдық теңдеулер теориясында және теориялық есептердi шешкенде қолданылады.
Түйiн сөздер: көрсеткiштер, орталық көрсеткiштер, сызықтық жүйелер, орнықтылық, ше-
шiмнiң бағалауы

Введение

Центральные показатели линейной системы дифференциальных уравнений с непре-
рывными и ограниченными коэффициентами имеют связь с теорией показателей Ляпу-
нова[1-2]. После обнаружения, что показатели Ляпунова линейной системы дифферен-
циальных уравнений, вообще говоря, неустойчивы, началось развитие теории характе-
ристических показателей в следующих направлениях:во-первых, стали искать класс си-
стем, для которых совокупность характеристических показателей устойчива, во-вторых,
стали искать более устойчивых характеристик системы. Введенные Р.Э. Виноградом [3-
4] верхнее и нижнее центральные показатели линейных систем с непрерывными и огра-
ниченными коэффициентами относятся ко второму направлению, а именно при малых
возмущениях верхний центральный показатель устойчив вверх, а нижний центральный
показатель устойчив вниз. В противоположных направлениях имеет места неустойчи-
вость [5]. Результаты частично докладывались на семинаре по качественной теории диф-
ференциальных уравнений в МГУ им. М.В. Ломоносова [6]. Во многих теоретических
задачах и в ряде приложений теории дифференциальных уравнений возникают системы
дифференциальных уравнений с нулевыми значениями центральных показателей. По-
этому исследование линейных систем в критических случаях центральных показателей
представляет определенный интерес.

Основная часть

Рассматривается линейная однородная система дифференциальных уравнений

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t � t0 (1)
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где матрица A(t) непрерывна и удовлетворяет условию

|A(t)| ≤ CAϕ(t), t � t0, (2)

где CA - постоянная зависящая от выбора матриц A, а ϕ(t) - положительная непрерывная
функция на промежутке [t0,+∞) функция такая, что

lim
t→∞

ϕ(t) = 0 и интеграл I(ϕ) =
+∞∫
t0

ϕ(s)ds расходится.

Заметим, что центральные показатели системы (1) удовлетворяющие условию (2)
равны нулю. Далее вводятся асимптотические характеристики адекватные для иссле-
дования таких систем.
Обозначим

q(t) =

t∫
t0

ϕ(s)ds. (3)

Определение 1.Функций rq(t) иRq(t) называются соответственно обобщенной ниж-
ней и обобщенной верхней относительно q для системы (1) с условием (2), если они
ограничены, измеримы и для всех ненулевых решений x(t) системы (1) осуществляют
оценки

dr,εexp{
t∫

s

(rq(τ)− ε)dq(τ)} ≤ |x(t)|/|x(s)| ≤ DR,εexp{
t∫

s

(Rq(τ) + ε)dq(τ)} (4)

для всех t ≥ s ≥ t0, DR,ε dr,ε− константы, зависящие от выбора Rq(t), rq(t) ε > 0
и функция q(t) определена по формуле (3). Множество обобщенных верхних функций
{Rq(t)} в правой части неравенства (4) называется верхним классом системы (1) отно-
сительно q и обозначается символом B(A, q). Множество обобщенных нижних функций
{rq(t)} в левой части неравенства (4) называется нижним классом системы (1) относи-
тельно q и обозначается символом H(A, q).
Пусть

Ω(R, q) = lim
t→+∞

1/q(t)

t∫
t0

Rq(τ)dq(τ), (5)

ω(r, q) = lim
t→+∞

1/q(t)

t∫
t0

rq(τ)dq(τ). (6)

Определение 2. Число

Ω(A, q) = inf
R∈B(A,q)

Ω(R, q) (7)
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называется обобщенным верхним центральным показателем системы (1) относительно
q, где Ω(R, q) определяется по формуле (5).
Число

ω(A, q) = sup
r∈H(A,q)

ω(r, q) (8)

называется обобщенным нижним центральным показателем системы (1) относительно
q , где ω(r, q) определяется по формуле (6)
Из определения 1 вытекает, что имеет место неравенство ω(r, q) ≤ Ω(R, q), следова-

тельно, выполняется неравенство

ω(A, q) ≤ Ω(A, q). (9)

Примечание 1.Заметим,что если рассматриваются линейные системы (1) с ограничен-
ными коэффициентами без условия (2) и q(t) = t, то обобщенные центральные показа-
тели превращаются в центральные показатели,введенные Виноградом Р.Э. Из опреде-
ления 1 следует, что функций {rq(t)} и {Rq(t)} являются соответственно обобщенной
нижней и обобщенной верхней относительно q для системы (1) с условием (2), тогда и
только тогда, когда для матрицы Коши X(t, s) системы (1) соответственно выполняются
неравенства

dr,εexp{
t∫

s

(rq(τ)− ε)dq(τ)} ≤ |X(t, s)|, (t � s � t0) (10)

и

|X(t, s)| ≤ DR,εexp{
t∫

s

(Rq(τ) + ε)dq(τ)}, (t � s � t0) (11)

Заметим, из (7), (8), (10), (11) следует, что для любого ε > 0 существуют Dε >
0 и dε > 0 и для матрицы Коши линейной системы (1) с условием (2) выполняются
неравенства

|X(t, t0)| � Dεe
(Ω(A,q)+ε)(q(t)−q(t0)) (12)

и
dεe

(ω(A,q)−ε)(q(t)−q(t0)) � |X(t, t0)|
при всех t � t0.
Из оценки (12) вытекает следующее утверждение.

Лемма 1. Если линейная система (1) с условием (2) имеет отрицательный обобщен-
ный верхний центральный показатель относительно q, то линейная система (1) асимпто-
тически устойчива по Ляпунову при t → +∞. Заметим, если |A(t)−B(t)| → 0, t → +∞,
то отсюда не следует, что линейные системы (1) и ẋ = B(t)x имеют общие обобщенные
центральные показатели. Преобразование x = S(t)y называется обобщенным Ляпунов-
ским преобразованием, если существуют S−1(t), Ṡ(t), кроме того матрицы S(t), S−1(t)
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ограниченные по норме и выполняется неравенство |Ṡ(t)| � CSϕ(t), при t � t0. Обоб-
щенное преобразование Ляпунова не меняет обобщенных центральных показателей.

Лемма 2. Если rq(t) обобщенная нижняя функция относительно q для системы (1) с
условием (2), то rq(t) является обобщенной верхней функцией для сопряженной системы

ẏ = −A∗(t)y. (13)

Доказательство. Для матрицы Коши X(t, s) системы (1) имеет место равенство

min |x(t)|/|x(s)| = 1/|X−1(t, s)|

и из определения обобщенной нижней функции следует, что

|X−1(t, s)| � 1/dr,εexp{
t∫

s

(−rq(τ) + ε)dq(τ)} (14)

С другой стороны имеем

|X−1(t, s)| = |Y (t, s)|, (15)

где Y (t, s) матрица Коши сопряженной системы (13).Теперь из (14),(15) вытекает тре-
буемое утверждение. Лемма 2 доказана. Рассматривается нелинейная система диф-
ференциальных уравнений

ẋ = A(t)x+ f(t, x), x ∈ Rn, t ∈ I ≡ [t0,+∞), (16)

где матрица A(t) непрерывна при t � t0 и удовлетворяет условию (2), векторная функ-
ция f(t, x) непрерывна в области G = I × Rn и f(t, 0) = 0. Класс векторных функций
f(t, x) удовлетворяющих неравенству

|f(t, x)| � δ(t)|x|, (17)

где норма возмущений удовлетворяет условию

lim
t→∞

δ(t)/ϕ(t) = 0 (18)

обозначим L(ϕ(t)), где δ(t) непрерывная функция при t � t0.

Теорема 1. Если в нелинейной системе (16), для системы первого приближения (1)
выполняется условие (2) и возмущения f(t, x) ∈ L(ϕ(t)), то для любого ε > 0 существует
Dε > 0 такое, что для всех ненулевых решений системы (16) равномерно выполняется
неравенство

|x(t)| � Dε|x(t0)|e(Ω(A,q)+ε)(q(t)−q(t0)) (19)

при всех t ≥ t0.
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Доказательство. Как известно решения возмущенной системы (16) удовлетворяют
уравнению

x(t) = X(t, t0)x(t0) +

t∫
t0

X(t, s)f(s, x(s))ds. (20)

Используя (12) и (17) оценивая по норме (20) получим неравенство

|x(t)| ≤ Dε1e
(Ω(A,q)+ε1)(q(t)−q(t0))|x(t0)|+

t∫
t0

Dε1e
(Ω(A,q)+ε1)(q(t)−q(s))δ(s)|x(s)|ds (21)

при всех t � s � t0, ε1 = ε/3 > 0. Из (21) вытекает следующее неравенство

y(t) � Dε1 |x(t0)|+
t∫

t0

Dε1δ(s)y(s)ds (22)

где

y(t) = |x(t)|e−(Ω(A,q)+ε1)(q(t)−q(t0)). (23)

Следовательно, из (22) вытекает неравенство

y(t) � Dε1 |x(t0)|e
t∫

t0

Dε1δ(τ)dτ

(24)

Тогда из (23), (24) получаем неравенство

|x(t)| � Dε1 |x(t0)|e
(Ω(A,q)+ε1)(q(t)−q(t0))+

t∫

t0

Dε1δ(τ)dτ

или в силу (3) вытекает, что

|x(t)| � Dε1 |x(t0)|e
(Ω(A,q)+ε1)(q(t)−q(t0))+

t∫

t0

Dε1δ(τ)/ϕ(τ)dq(τ)

(25)

Из условия (18) следует, что существует такое T � t0, что при всех t � T � t0 имеет
место неравенство Dε1δ(t)/ϕ(t) < ε1. Тогда из (25) получаем следующее неравенство

|x(t)| � Dε1Dε|x(t0)|e(Ω(A,q)+2ε1)(q(t)−q(t0)) (26)

где Dε = exp(
T∫
t0

Dε1δ(τ)dτ)/exp(ε1(q(T )−q(t0))). Теперь полагая Dε ≡ Dε1Dε и учитывая,

что 2ε1 < ε из (26) получим, что для всех ненулевых решений системы (16) равномерно
выполняется неравенство (19) при всех t � t0. Теорема 1 доказана. Следствие 1.
Если линейная система (1) с условием (2) имеет отрицательный обобщенный верхний
центральный показатель относительно q, то нулевое решение нелинейной системы (16)
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асимптотически устойчиво по Ляпунову при t → +∞, где возмущения f(t, x) ∈ L(ϕ(t)),
более того имеет место экспоненциальная устойчивость относительно q при t → +∞ [7].

Теорема 2. Если в нелинейной системе (16), для системы первого приближения (1)
выполняется условие (2) и возмущения f(t, x) ∈ L(ϕ(t)), то для любого ε > 0 существует
dε > 0 такое, что для всех ненулевых решений системы (16) равномерно выполняется
неравенство

|x(t)| � dε|x(t0)|e(ω(A,q)−ε)(q(t)−q(t0)) (27)

при всех t � t0.

Доказательство. Легко устанавливается следующее утверждение: для любого ε > 0
существует Dε > 0 такое, что для всех ненулевых решений системы

ẏ = −A∗(t)y + g(t, y) (28)

где g(t, x) ∈ L(ϕ(t)), выполняется неравенство

|y(t)| � Dε|y(t0)|e
t∫

t0

(R∗
q(τ)+ε/3)dq(τ)

(29)

при всех t � t0, где R∗
q(t) обобщенная верхнее функция для сопряженной линейной

системы (13).
Известно, что [2, стр.160]: если для всех решений системы (16) при любых возмуще-

ниях малости не выше фиксированной справедлива оценка

|x(t)| � |x(t0)|H(t)

то для всех решений системы (28), с той же малостью возмущений справедлива оценка

|y(t)| � |y(t0)|1/H(t)

и обратно, из |y(t)| � |y(t0)| ·H следует |x| � |x0|/H.
Теперь используя это и в неравенстве (29) в силу леммы 2 полагая
R∗

q(τ) = −rq(τ), для всех ненулевых решений системы (16) получаем оценку

|x(t)| � dε|x(t0)|e
t∫

t0

(rq(τ)−ε/3)dq(τ)

(30)

где dε = 1/Dε, при всех t � t0. Из (6), (30) вытекает, что

|x(t)| � dε|x(t0)|e
t∫

t0

(ω(r,q)−2ε/3)dq(τ)

(31)

при всех t � t0, dε универсальная константа. Теперь из (31) используя формулу (8) полу-
чаем, что для всех ненулевых решений системы (16) равномерно выполняется неравен-
ство (27) при всех t � t0. Теорема 2 доказана. Определение 3. Отрезок [ω(r, q),Ω(R, q)]
называется промежутком растяжения обобщенных центральных показателей системы
(1) с условием (2) относительно q.
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Очевидно, что если у системы (1) с условием (2) имеется промежуток растяже-
ния расположенной в отрицательной полуоси, то линейная система (1) асимптотически
устойчива.
Определение 4. ЧислоΔ(A, q) = Ω(A, q)−ω(A, q) называется колебанием обобщенных

центральных показателей системы (1) с условием (2) относительно q.
Из (9) следует, что Δ(A, q) ≥ 0.
Следствие 2. Если в нелинейной системе (16), для системы первого приближения (1)

выполняется условие (2), то для любого ε > 0 существуют Dε > 0 и dε > 0 такие, что
при возмущении f(t, x) ∈ L(ϕ(t)), для всех ненулевых решений системы (16) равномерно
выполняются неравенства

dε|x(t0)|e(Ω(A,q)−Δ(A,q)−ε)(q(t)−q(t0)) � |x(t)| � Dε|x(t0)|e(Ω(A,q)+ε)(q(t)−q(t0))

при всех t � t0.
Следствие 3. Если Δ(A, q) = 0, то линейная система (1) с условием (2) имеют устой-

чивые обобщенные центральные показатели в классе L(ϕ(t)).
Примечание 2. Заметим, что существует целый класс диагональных линейных одно-

родных систем дифференциальных уравнений с равными диагональными элементами
имеющие верхние центральные показатели Винограда с нулевыми значениями, но обоб-
щенные верхние центральные показатели являются отрицательными числами. Для та-
ких систем устойчивость и неустойчивость по Ляпунову легко установить применением
обобщенных центральных показателей.
Пример. Рассмотрим дифференциальное уравнение

dx/dt = −(sin2 t+ 1)/t · x, t � t0 = 1 (32)

где a(t) = −(sin2 t+ 1)/t, |a(t)| � Caϕ(t), Ca = 2, ϕ(t) = 1/t, q(t) = lnt.
Легко проверяется, что дифференциальное уравнение (32) имеет отрицательные обоб-

щенные верхнее и нижнее центральные показатели относительно q. Следовательно, ну-
левое решение нелинейного дифференциального уравнения

dx/dt = −(sin2 t+ 1)/t · x+ f(t, x), t � t0 = 1

где непрерывная функция f(t, x) удовлетворяет условию |f(t, x)| � δ(t)|x| и
lim

t→+∞
tδ(t) = 0 асимптотически устойчиво по Ляпунову при t → +∞.

Заключение

В работе определены обобщенные верхнее и нижнее центральные показатели ли-
нейных однородных систем дифференциальных уравнений с непрерывными со стре-
мящимися к нулю коэффициентами. Установлены равномерные оценки решений нели-
нейных систем дифференциальных уравнений применением обобщенных центральных
показателей. Приведен признак устойчивости нулевого решения нелинейной системы
дифференциальных уравнений по первому приближению.Обобщенные центральные по-
казатели используется для исследования по линейному приближению асимптотической
устойчивости по Ляпунову.
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