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Единственность решения одной задачи интегральной геометрии
в многомерном пространстве

В данной статье рассматривается следующий класс задач интегральной геометрии: о вос-
становлении функции, заданной интегралами по некоторому семейству кривых. Эти задачи
связаны с многочисленными приложениями. В целях изучения внутреннего строения земных
недр на поверхности Земли производится серия взрывов. Для каждого взрыва на системе при-
боров измеряются режимы колебаний земной поверхности. Цель исследования – по показа-
ниям приборов определить внутри Земли распределение физических параметров, связанных
с законами распространения сейсмических волн. Наиболее четкий функционал в показаниях
приборов – время прихода сейсмической волны, именно он служит основой в практике ин-
терпретации. Известно, что линеаризованная задача интерпретации данных сейсморазведки
есть задача интегральной геометрии. К интегральной геометрии сводятся задачи, связанные
с просвечиванием, в частности, задачи интерпретации рентгеновских снимков. Потемнение
рентгеновской пленки функционально связано с интегралом поглощения вдоль рентгеновско-
го луча от источника до точки на пленке. Таким образом, задача определения пространствен-
ного коэффициента поглощения есть задача интегральной геометрии -требуется определить
функцию, если заданы интегралы от этой функции по семейству лучей. В работе исследует-
ся задача интегральной геометрии для семейства пространственных кривых. Доказывается
теорема единственности решения рассматриваемой задачи интегральной геометрии.
Ключевые слова: интегральная геометрия, семейство кривых, интегральное уравнение, ре-
шение, единственность.

Dilman T.B.
Uniqueness theorem of solution the integral geometry problem

for family curves in multidimensional space

In this article the following class of integral geometry problems is considered: about the function
reconstruction, shared by the integrals on some set of curves. These problems are correlated with
several applications. In order to study internal earth structure multiple explosions are held on Earth
surface. Then, fluctuations regimes of earth surface are measured on equipment for each explosion.
The purpose of research is to determine distribution of physical parameters inside the Earth
according to equipment measurements correlated with laws on dissemination of seismic waves.
The most clear functional of such equipment is arrival time of seismic wave, which exactly serves
as a base for interpretation practice. It is known that linearized problem of seismic-exploration
data interpretation is actually the problem of integral geometry. Integral geometry also includes
problems related to radiography, particularly interpretation problem of X-ray images. For instance,
an X-ray film darkening is functionally correlated with absorption coefficient is also actually an
integral geometry problem. In this case, it is required to determine the function if the integrals
of this function on set of rays were set. An integral geometry problem in multidimensional space
is studied in this work. The theorem of solution uniqueness is proven for the considered integral
geometry problem.
Key words: integral geometry, family of curves, integral equation, solution, uniqueness.

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №1(88)2016



18 Дильман Т.Б.

Дiлман Т.Б.
Көп өлшемдi кеңiстiктегi бiр интегралдық геометрия есебi туралы

Бұл мақалада интегралдық геометрия есептерiнiң келесi класы қарастырылады: белгiлi бiр
қисықтар үйiрi бойынша алынған интегралдар арқылы интеграл астындағы функция iзделi-
недi. Бұл есептер қолданыстағы көптеген есептермен тығыз байланысты. Сейсмикалық бар-
лаудың нәтижелерiн түсiндiру мәселесiнде Жердiң iшкi құрылымын зерттеу үшiн оның бетiн-
де жарылыстар жасалынады. Әрбiр жарылыс кезiнде арнаулы құралдармен Жер қыртысын-
да пайда болған тербелiстер өлшенедi. Зерттеу мақсаты – құралдар көрсеткiштерi бойынша
сейсмикалық толқындардың таралу заңдылықтарымен байланысты физикалық параметр-
лердi анықтау. Құрал көрсеткiштерiнiң негiзгi функционалы ретiнде сейсмикалық толқын-
дардың келу уақыттары алынады. Сейсмикалық барлаудың нәтижелерiн түсiндiрудiң сызы-
қтандырылған есебi интегралдық геометрия есебi екенi белгiлi. Рентгендiк түсiрiлiмдердi
түсiндiрiп беру мәселесi қарастырылған интегралдық геометрия есептерiне келтiредi. Плен-
кадағы қоюлану рентгендiк сәуленiң қайнар көзiнен пленкадағы нүктеге дейiнгi алынған
жұтылу интегралымен функционалды байланыста болады. Сонымен кеңiстiктегi жұтылу
коэффициентiн анықтау мәселесi келесi интегралдық геометрия есебiне келтiрiледi: сәулелер
үйiрi бойынша алынған интегралдар арқылы интеграл астындағы функцияны табу керек.
Мақалада көп өлшемдi кеңiстiктегi қисықтар үйiрi үшiн интегралдық геометрия есебi зерт-
телiп, шешiмнiң жалғыздығы туралы теорема дәлелденедi.
Түйiн сөздер: интегралдық геометрия, қисықтар үйiрi, интегралдық теңдеу, шешiм, жал-
ғыздық.

1 Введение

Обратными задачами для дифференциальных уравнений, как известно, принято назы-
вать задачи определения дифференциальных уравнений по известной информации о
решениях этих уравнений [1,2]. Многие прикладные вопросы, касающиеся исследования
кинематических задач сейсмики, теории потенциала, уравнения Штурма-Лиувилля и
других процессов, привели к обратным задачам.

Многомерные обратные задачи для дифференциальных уравнений часто некоррект-
ны в классическом смысле Адамара. Поэтому актуальность приобретают вопросы един-
ственности и поиск минимальной информации, которая делает обратную задачу опреде-
ленной. Требуется установить условную корректность в смысле Тихонова некорректно
поставленных задач.

Обратные задачи приводят к операторным уравнениям 1-рода. Например, некоторые
обратные задачи для гиперболических уравнений могут быть редуцированы к исследо-
ванию интегральных уравнений типа Вольтерра 1-рода. Это позволяет для одномерных
обратных задач получить интегральное уравнение Вольтерра 2-рода с оператором, об-
ладающими достаточно хорошими свойствами. В многомерных обратных задачах ин-
формации о решениях уравнений задается лишь на части границы рассматриваемой
области и поэтому такую обратную задачу невозможно свести к интегральному уравне-
нию 2-рода. Как известно, причиной является некорректность многих обратных задач
для дифференциальных уравнений с частными производными.

Многие обратные задачи для дифференциальных уравнений математической физики
тесно связаны с задачами интегральной геометрии. Возникает необходимость исследо-
вания новых задач интегральной геометрии, когда интегрирование искомой функции
(или нескольких функций) производится по семейству сложных многообразий.

Рассмотрим следующую задачу интегральной геометрии
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v(ξ, η, ζ) =

∫∫
S(ξ,η,ζ)

u(x, y, z)dS, (1)

где S(ξ, η, ζ) – семейство конусов

(ζ − z)2 = (ξ − x)2 + (η − y)2 (0 ≤ z ≤ ζ)

или z = ζ −
√
(ξ − x)2 + (η − y)2 с вершинами в точках (ξ, η, ζ), опирающихся на плос-

кость z = 0.

Учитывая, что

p = z′x =
ξ − x√

(ξ − x)2 + (η − y)2
, q = z′y =

η − y√
(ξ − x)2 + (η − y)2

,

√
1 + p2 + q2 =

√
2

поверхностный интеграл (1) можно свести к повторному интегралу

v(ξ, η, ζ) =

∫∫
D(ξ,η,ζ)

u(x, y, ζ −
√
(ξ − x)2 + (η − y)2)dxdy.

Вводим полярную систему координат ξ = x+ r cosφ, η = y + r sinφ, тогда имеем

v(ξ, η, ζ) =
√
2

2π∫
0

ζ∫
0

u(ξ − r cosφ, η − r sinφ, ζ − r)rdrdφ.

Применяем преобразование Фурье к обеим частям уравнения по переменным ξ, η :

ṽ(λ, µ, ζ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

v(ξ, η, ζ)ei(λξ+µη)dξdη =

=
√
2

2π∫
0

ζ∫
0

rdrdφ

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u(ξ − r cosφ, η − r sinφ, ζ − r)ei(λξ+µη)dξdη.

Далее вводя замену переменных ξ − r cosφ = t, η − r sinφ = τ последнее уравнение
преобразуем к виду

ṽ(λ, µ, ζ) =
√
2

2π∫
0

ζ∫
0

reir(λ cosφ+µ sinφ)ũ(λ, µ, ζ − r)drdφ,
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где ũ(λ, µ, z) – преобразование Фурье функции u(x, y, z) по переменным x, y. Меняя
порядок интегрирования получаем интегральное уравнение Вольтерра первого рода от-
носительно функции ũ(λ, µ, z) :

ṽ(λ, µ, ζ) =

ζ∫
0

rK(λ, µ, r)ũ(λ, µ, ζ − r)dr, (2)

где

K(λ, µ, r) =
√
2

2π∫
0

eir(λ cosφ+µ sinφ)dφ.

Замена ζ − r = ρ позволяет получить уравнение

ṽ(λ, µ, ζ) =

ζ∫
0

(ζ − r)K(λ, µ, ζ − ρ)ũ(λ, µ, ρ)dρ.

Дифференцируя это уравнение по ζ получаем

ṽ′ζ(λ, µ, ζ) =

ζ∫
0

[K(λ, µ, ζ − ρ) + (ζ − r)K ′
ζ(λ, µ, ζ − ρ)]ũ(λ, µ, ρ)dρ.

Продифференцировав еще раз по ζ приходим к уравнению

ṽ′′ζζ(λ, µ, ζ) = K(λ, µ, 0)ũ(λ, µ, ζ)+

+

ζ∫
0

[
2K ′

ζ(λ, µ, ζ − ρ) + (ζ − r)K ′′
ζζ(λ, µ, ζ − ρ)

]
ũ(λ, µ, ρ)dρ.

(3)

Вычислим интеграл K(λ, µ, r) = 2
√
2π[J0(λr) + J0(µr)] [3, формула (3.715)] где J0(x)

– функция Бесселя первого рода нулевого порядка. Как известно, J0(0) = 1, поэтому
K(λ, µ, 0) = 4

√
2π. Следовательно, уравнение (3) можно записать в виде интегрального

уравнения Вольтерра второго рода [4]

ṽ′′ζζ(λ, µ, ζ) = 4
√
2πũ(λ, µ, ζ) +

ζ∫
0

Ψ(λ, µ, ζ − ρ)ũ(λ, µ, ρ)dρ,

Ψ(λ, µ, ζ − ρ) = 4
√
2π[λJ ′

0(λ(ζ − ρ)) + µJ ′
0(µ(ζ − ρ))]+

+2
√
2π(ζ − ρ)[λ2J ′′

0 (λ(ζ − ρ)) + µ2J ′′
0 (µ(ζ − ρ))].

Таким образом доказана

Теорема 1 Если функция v(ξ, η, ζ) имеет финитную непрерывность по переменным
ξ, η и дважды дифференцируема по ζ, то решение u(x, y, z) рассматриваемой задачи
интегральной геометрии единственно в классе финитных непрерывных функций.
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Рассмотрим более общую задачу интегральной геометрии

v(ξ⃗, η) =

∫
S(ξ⃗,η)

u(x⃗, y)dS, (4)

где ξ⃗ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), x⃗ = (x1, x2, . . . , xn), S(ξ⃗, η) – семейство поверхностей

|η − y| = |x⃗− ξ⃗| (0 ≤ y ≤ η) или y = η −

√√√√ n∑
i=1

(xi − ξi)2.

Учитывая, что

pi = y′xi = −(xi − ξi)
/√√√√ n∑

i=1

(xi − ξi)2 (i = 1, n),

√√√√1 +
n∑
i=1

p2i =
√
2

преобразуем поверхностный интеграл (4) к виду

v(ξ⃗, η) =
√
2

∫
D(ξ⃗,η)

u(x⃗, η − |x⃗− ξ⃗|)dx⃗,

где D(ξ⃗, η) – проекция поверхности S(ξ⃗, η) на гиперплоскость y = 0.

Вводим замену переменных xi = ξi − r cosφi (i = 1, n), где cosφi (i = 1, n) – направ-
ляющие косинусы нормального вектора ψ⃗ к заданной поверхности семейства S(ξ⃗, η);

r = |ψ⃗|. Учитывая соотношение

n∑
i=1

cos2 φi = 1

получим xi = ξi − r cosφi (i = 1, n− 1), xn = ξn − r

√
1−

n−1∑
i=1

cos2 φi.

Якобиан такого преобразования (приложения 1) R(r, φ⃗) = rn−1S(φ⃗), где

φ⃗ = (φ1, φ2, . . . , φn−1), S(φ⃗) =
n−1∏
i=1

sinφi

/√√√√1−
n−1∑
i=1

cos2 φi.

Тогда

v(ξ⃗, η) =
√
2

2π∫
0

η∫
0

u(ξ⃗ − rψ⃗, η − r)R(r, φ⃗)drdφ⃗.

К обеим частям уравнения применяем преобразование Фурье по вектору ξ⃗ :
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ṽ(λ⃗, η) =

+∞∫
−∞

ei(λ⃗,ξ⃗)dξ⃗

2π∫
0

η∫
0

√
2u(ξ⃗ − rψ⃗, η − r)R(r, φ⃗)drdφ⃗.

Теперь изменяем порядок интегрирования

ṽ(λ⃗, η) =
√
2

2π∫
0

η∫
0

R(r, φ⃗)drdφ⃗

+∞∫
−∞

u(ξ⃗ − rψ⃗, η − r)ei(λ⃗,ξ⃗)dξ⃗.

С помощью замены ξ⃗ − rψ⃗ = t⃗ (⃗t = (t1, t2, . . . , tn)) имеем

ṽ(λ⃗, η) =
√
2

2π∫
0

η∫
0

R(r, φ⃗)ei(λ⃗,rψ⃗)drdφ⃗

+∞∫
−∞

u(⃗t, η − r)ei(λ⃗,⃗t)dt⃗,

отсюда

ṽ(λ⃗, η) =

η∫
0

rn−1

√
2

2π∫
0

S(φ⃗)eir(λ⃗,ψ⃗)dφ⃗

 ũ(λ⃗, η − r)dr,

где ũ – преобразование Фурье функции u по вектору ξ⃗.
Замена переменной η − r = ρ позволяет написать последнее уравнение в виде

ṽ(λ⃗, η) =

η∫
0

(η − ρ)n−1T (λ⃗, η − ρ)ũ(λ⃗, ρ)dρ,

или

ṽ(λ⃗, η) =

η∫
0

K(λ⃗, η − ρ)ũ(λ⃗, ρ)dρ, (5)

где

K(λ⃗, η − ρ) = (η − ρ)n−1T (λ⃗, η − ρ), T (λ⃗, η − ρ) =
√
2

2π∫
0

S(φ⃗)ei(η−ρ)(λ⃗,ψ⃗)dφ⃗.

Дифференцируем по η семейство интегральных уравнений Вольтерра первого рода

ṽ′η(λ⃗, η) = K(λ⃗, 0)ũ(λ⃗, η) +

η∫
0

K(1)
η (λ⃗, η − ρ)ũ(λ⃗, ρ)dρ.

Учитывая, что K(λ⃗, 0) = 0, продифференцируем последнее уравнение еще раз по η
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ṽ′′ηη(λ⃗, η) = K(1)
η (λ⃗, 0)ũ(λ⃗, ρ) +

η∫
0

K(2)
η (λ⃗, η − ρ)ũ(λ⃗, ρ)dρ.

Из формул

K(j)
η (λ⃗, η − ρ) =

(n− 1)!

(n− j − 1)!
(η − ρ)n−j−1T (λ⃗, η − ρ)+

+C1
j

(n− 1)!

(n− j)!
(η − ρ)n−jT (1)

η (λ⃗, η − ρ)+

+C2
j

(n− 1)!

(n− j + 1)!
(η − ρ)n−j+1T (2)

η (λ⃗, η − ρ) + . . .+

+Cj−1
j (n− 1)(η − ρ)n−2T (j−1)

η (λ⃗, η − ρ) + (η − ρ)n−1T (j)
η (λ⃗, η − ρ),

где C2
j – количество сочетаний,

T (j)
η (λ⃗, η − ρ) = ij

√
2

2π∫
0

S(φ⃗)ei(η−ρ)(λ⃗,ψ⃗)(λ⃗, ψ⃗)jdφ⃗,

следует, что

K(1)
η (λ⃗, 0) = K(2)

η (λ⃗, 0) = . . . = K(n−2)
η (λ⃗, 0) = 0.

Из формулы

K(n−1)
η (λ⃗, η − ρ) = (n− 1)!T (λ⃗, η − ρ)+

+C1
n−1(n− 1)!(η − ρ)T (1)

η (λ⃗, η − ρ) + . . .+ (η − ρ)n−1T (n−1)
η (λ⃗, η − ρ)

получим

K(n−1)
η (λ⃗, 0) = (n− 1)!T (λ⃗, 0) = (n− 1)!

√
2

2π∫
0

S(φ⃗)dφ⃗ ̸= 0,

так как можно доказать неравенство (приложение 2)

2π∫
0

S(φ⃗)dφ⃗ ≥ (2π)n−1.

Таким образом, дифференцируя интегральное уравнение (5) всего n раз по η полу-
чаем интегральное уравнение Вольтерра второго рода

ṽ(n)η (λ⃗, η) = K(n−1)
η (λ⃗, 0)ũ(λ⃗, ρ) +

η∫
0

K(n)
η (λ⃗, η − ρ)ũ(λ⃗, ρ)dρ,

или
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ṽ
(n)
η (λ⃗, η)

K
(n−1)
η (λ⃗, 0)

= ũ(λ⃗, ρ) +

η∫
0

K
(n)
η (λ⃗, η − ρ)

K
(n−1)
η (λ⃗, 0)

ũ(λ⃗, ρ)dρ.

Следовательно, справедлива

Теорема 2 Если v(ξ⃗, η) имеет финитную непрерывность по вектору ξ⃗ и n раз диф-
ференцируема по η, то решение u(x⃗, y) задачи (4) единственно в классе финитных
непрерывных функций.

Приложение 1.
Якобиан

R(r, φ⃗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x′1r x′1φ1
x′1φ2

. . . x′1φn−1

x′2r x′2φ1
x′2φ2

. . . x′2φn−1

. . . . . . . . . . . . . . .
x′n−1r x′n−1φ1

x′n−1φ2
. . . x′n−1φn−1

x′nr
x′nφ1

x′nφ2
. . . x′nφn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosφ1 −r sinφ1 0 . . . 0
cosφ2 0 −r sinφ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

cosφn−1 0 0 . . . −r sinφn−1

cosφn
r cosφ1 sinφ1

cosφn

r cosφ2 sinφ2

cosφn
. . .

r cosφn−1 sinφn−1

cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= cosφ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −r sinφ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −r sinφn−1

r cosφ1 sinφ1

cosφn

r cosφ2 sinφ2

cosφn
. . .

r cosφn−1 sinφn−1

cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

− cosφ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sinφ1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −r sinφn−1

r cosφ1 sinφ1

cosφn

r cosφ2 sinφ2

cosφn
. . .

r cosφn−1 sinφn−1

cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .+

+(−1)n−2 cosφn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sinφ1 0 . . . 0

0 −r sinφ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

r cosφ1 sinφ1

cosφn

r cosφ2 sinφ2

cosφn
. . .

r cosφn−1 sinφn−1

cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+(−1)n−1 cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sinφ1 0 . . . 0

0 −r sinφ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −r sinφn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
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= (−1)n−2 r cos
2 φ1 sinφ1

cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sinφ2 0 . . . 0

0 −r sinφ3 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −r sinφn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+(−1)n−2 r cos
2 φ2 sinφ2

cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sinφ1 0 . . . 0

0 −r sinφ3 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −r sinφn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

+(−1)n−2 r cos
2 φn−1 sinφn−1

cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sinφ1 0 . . . 0

0 −r sinφ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −r sinφn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+(−1)n−1 cosφn

∣∣∣∣∣∣∣∣
−r sinφ1 0 . . . 0

0 −r sinφ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −r sinφn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=
rn−1 sinφ1 sinφ2 . . . sinφn−1

cosφn
[cos2 φ1 + cos2 φ2 + . . .+ cos2 φn−1]+

+rn−1 cosφn sinφ1 sinφ2 . . . sinφn−1 =

=
rn−1 sinφ1 sinφ2 . . . sinφn−1

cosφn

n∑
k=1

cos2 φk =
rn−1

cosφn

n−1∏
i=1

sinφi.

Приложение 2.
При n = 2

2π∫
0

sinφ1√
1− cos2 φ1

dφ1 = 2π.

При n = 3

2π∫
0

2π∫
0

sinφ1 sinφ2√
1− cos2 φ1 − cos2 φ2

dφ1dφ2 ≥

≥
2π∫
0

2π∫
0

sinφ1 sinφ2√
1− cos2 φ1 − cos2 φ2 + cos2 φ1 cos2 φ2

dφ1dφ2 =

=

2π∫
0

2π∫
0

sinφ1 sinφ2√
(1− cos2 φ1)(1− cos2 φ2)

dφ1dφ2 = (2π)2.

При n = 4
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2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

sinφ1 sinφ2 sinφ3√
1− cos2 φ1 − cos2 φ2 − cos2 φ3

dφ1dφ2dφ3 ≥

≥
2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

sinφ1 sinφ2 sinφ3dφ1dφ2dφ3√
1− cos2 φ1 − cos2 φ2 − cos2 φ3 + cos2 φ1(cos2 φ2 + cos2 φ3) + I

=

=

2π∫
0

2π∫
0

2π∫
0

sinφ1 sinφ2 sinφ3√
(1− cos2 φ1)(1− cos2 φ2)(1− cos2 φ3)

dφ1dφ2dφ3 = (2π)3,

так как

cos2 φ1(cos
2 φ2 + cos2 φ3) + I ≥ 0,

где

I = cos2 φ1 cos
2 φ2 cos

2 φ3.

По методу математической индукции полагаем при n = k

2π∫
0

. . .

2π∫
0

sinφ1 . . . sinφk−2 sinφk−1√
1− cos2 φ1 − . . .− cos2 φk−2 − cos2 φk−1

dφ1 . . . dφk−2dφk−1 ≥ (2π)k−1.

Докажем при n = k + 1

2π∫
0

. . .

2π∫
0

sinφ1 . . . sinφk−1 sinφkdφ1 . . . dφk−1dφk√
1− cos2 φ1 − . . .− cos2 φk−1 − cos2 φk

≥

≥
2π∫
0

. . .

2π∫
0

sinφ1 . . . sinφk−1 sinφkdφ1 . . . dφk−1dφk√
1− cos2 φ1 − . . .− cos2 φk−1 − cos2 φk + U

=

=

2π∫
0

. . .

2π∫
0

sinφ1 . . . sinφk−1 sinφkdφ1 . . . dφk−1dφk√
1− cos2 φ1 − . . .− cos2 φk−1 − cos2 φk + U cos2 φk

=

=

2π∫
0

. . .

2π∫
0

sinφ1 . . . sinφk−1 sinφkdφ1 . . . dφk−1dφk√
1− cos2 φ1 − . . .− cos2 φk−1 − cos2 φk(1− U)

=

=

2π∫
0

. . .

2π∫
0

sinφ1 . . . sinφk−1 sinφkdφ1 . . . dφk−1dφk√
(1− cos2 φ1 − . . .− cos2 φk−1)(1− cos2 φk)

≥
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≥ (2π)k−1

2π∫
0

dφk = (2π)k,

где u = cos2 φ1 + . . . + cos2 φk−1. Следовательно, для любого натурального n ≥ 2 спра-
ведливо неравенство

2π∫
0

S(φ⃗)dφ⃗ ≥ (2π)n−1.
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