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Прямые и обратные теоремы приближения в метрике глобального
пространства типа Морри

В последние годы увеличивается число исследований в теории общих пространств типа Мор-
ри. Пространство Морри первоначально придумано самим Морри в 1938 году для изучения
локальных свойств решений эллиптических уравнений. А в дальнейшем теория пространства
Морри стала самостоятельно развиваться и находить широкое применение в функциональном
анализе, в теории дифференциальных уравнений в частных производных. В данной работе
рассматриваются глобальные пространства типа Морри с точки зрения теории приближения.
В начале статьи приводится небольшой исторический экскурс в историю развития такого
важного раздела теории приближения, как прямая теорема приближения, также известной
как неравенство Джексона, и обратная теорема приближения. Для функций из данных про-
странств доказываются аналоги неравенства Минковского и неравенства Бернштейна. Далее
на их основе устанавливаются прямые и обратные теоремы приближения посредством целых
функций экспоненциального типа в метрике глобального пространства типа Морри и пока-
зывается зависимость скорости приближения от дифференциальных свойств функции.
Ключевые слова: пространство Морри, прямая теорема приближения, обратная теорема
приближения.

Kydyrmina N.
The direct and inverse approximation theorems in metrics of the

global Morrey-type space

In recent years, number of research works in the theory of the general Morrey type spaces
are increased. The Morrey space was originally introduced by C. Morrey in 1938 to study the
local properties of solutions of elliptic equations. Then theory of the Morrey spaces continued
to develop at its own discretion and found wide application in functional analysis, theory of
partial differential equations. In this paper we consider the global Morrey type spaces in terms
of approximation theory. At the beginning of this work we take a short journey into the history
of such important section of approximation theory as direct approximation theorem, also known
as Jackson’s inequality, and inverse approximation theorem. For functions from this spaces there
are proved the analogue of the Minkowski inequality and analogue of the Bernstein inequality.
Further, exploiting them and entire functions of exponential type, we obtain the direct and inverse
approximation theorems in metrics of the global Morrey-type space and show that the degree of
approximation depends on differential properties of function.
Key words: Morrey space, direct approximation theorem, inverse approximation theorem.
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Кыдырмина Н.А.
Глобалды Морри типтi кеңiстiкте тура және керi жуықтау теоремалары

Соңғы кезде Морридiң жалпыланған қеңiстiктерi туралы мақалалар ғылыми журналдарда
көптеп басылуда. Морри кеңiстiгiн 1938 жылы, Морридың өзi, эллиптикалық теңдеулердiң
жергiлiктi қасиеттерiн зерттеу үшiн енгiзген болатын. Ал, соңынан Морри кеңiстiгi функ-
ционалдық талдау, дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теорияларында кең қол-
даныс тауып, өз бетiнше қарыштап дами бастады. Бұл жұмыста глобалды Морри кеңiстiгi
жуықтау теориясының тұрғысынан зерттелдi. Статьяның басында функциялар теориясы-
ның манызды бiр тармағы болып табылатын тура және керi жуықтау теоремалары жөнiнде
қысқаша тарихи мәлiмет келтiрiлдi. Бұл екi теореманы, сәйкесiнше, Джексон теңсiздiгi және
керi жуықтау теоремасы деп атайды. Глобалды Морри кеңiстiгiнде Минковскийдiң және
экспоненциалды типтi бүтiн функциялар үшiн Бернштейннiң теңсiздiктерiнiң аналогтары
дәлелдендi. Осылардың көмегiмен глобалды Морри кеңiстiгiнде экспоненциалды типтi бүтiн
функциялармен жуықтаудың тура және керi теоремалары дәлелденiп, Морри кеңiстiгiнiң
элементтерiнiң дифференциалдық қасиеттерiнен осы функцияны жуықтаудың жылдамды-
ғының тәуелдiлiгi көрсетiлдi.
Түйiн сөздер: Морри кеңiстiгi, тура жуықтау теоремасы, керi жуықтау теоремасы.

1 Введение

В 1911 году Д. Джексон [1] уточнил классическую теорему Вейерштрасса о стремлении
к нулю в равномерной метрике, показав зависимость скорости стремления к нулю от
структурного свойства функции

En(f ; a, b) ≤ C ω

(
f,

b− a

n

)
. (1)

Здесь En(f ; a, b) – наилучшее приближение произвольной непрерывной на отрезке [a, b]
функции f алгебраическими многочленами степени ≤ n, C > 0 – константа, не завися-
щая от f и n, ω(f ; δ) – модуль непрерывности функции на [a, b].

Это неравенство называется неравенством Джексона или прямой теоремой теории
приближения. Данное неравенство справедливо и в периодическом случае.

Н.И.Ахиезер получил подобное неравенство с использованием модуля непрерывности
второго порядка [2], а в 1951 году С.Б. Стечкин [3] в периодическом случае еще раз
уточнил упомянутый результат, получив неравенство типа неравенств Джексона (1) с
модулем гладкости порядка k:

En(f) ≤ C ωk

(
f,

1

n+ 1

)
.

Здесь k – целое число, k ≥ 3.
Для классов функций из Lp(R), 1 ≤ q ≤ +∞ в случае приближения функции целыми

функциями экспоненциального типа неравенства типа неравенств Джексона

Aν(f)Lq(R) ≤ Ckωk

(
f,

1

ν

)
Lq(R)

были получены в [2], [4]. Здесь Aν(f)Lq(R) – наилучшее приближение функции f по-
средством целых функций экспоненциального типа ν в метрике пространства Lq(R),
1 ≤ q ≤ +∞, а ωk

(
f, 1

ν

)
Lq(R)

– модуль гладкости функции в метрике Lq(R).
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В 1950 году А.Ф. Тиман и М.Ф. Тиман [4] установили в метрике Lq[0, 2π), 1 ≤ q < +∞
для периодических функций неравенство:

ωk

(
f,

1

n

)
Lq [0,2π)

≤ ck
nk

n∑
ν=0

(ν + 1)k−1Eν(f)Lq [0,2π),

называемое в последующем обратной теоремой теории приближения. Здесь сомножи-
тель ck > 0 зависит лишь от порядка модуля гладкости.

В случае q = +∞ подобный результат был получен в [3]. На случай классов функций
из Lq(R), 1 ≤ q < +∞ подобное неравенство перенесено в [5].

Более подробные исторические сведения по данной тематике можно получить в [6]
и [7].

В данной работе прямые и обратные теоремы приближения посредством целых функ-
ций получены для классов функций из обобщенного пространства типа Морри [8], [9]
и определена зависимость скорости приближения от дифференциальных свойств функ-
ции.

2 Предварительные сведения

Пространства Морри в настоящее время, являясь бурно развивающимся разделом тео-
рии функциональных пространств, все больше находят применение в теории дифферен-
циальных уравнений в частных переменных, поэтому исследования конструктивных и
структурных свойств функций являются одной из важных задач в теории пространств
Морри.

Определение 1 ([8]) Пусть 0 < p, θ ≤ +∞ и w – неотрицательная измеримая по Ле-
бегу функция на (0,+∞). Через LMpθ,w(·)(R) обозначим локальное пространство типа
Морри всех измеримых на R функций f с конечной квази-нормой

∥f∥LMpθ,w(·)(R) = ∥w(r)∥f∥Lp(B(0,r))∥Lθ(0,∞).

А через GMpθ,w(·)(R) обозначим глобальное пространство типа Морри всех измеримых
на R функций f с конечной квази-нормой

∥f∥GMpθ,w(·)(R) = sup
x∈R

∥f(x+ ·)∥LMpθ,w(·)(R) = sup
x∈R

∥w(r)∥f∥Lp(B(x,r))∥Lθ(0,∞).

Заметим, что если w(r) ≡ 1, то LMp∞,1(R) = GMp∞,1(R) = Lp(R). Более того,

GMp∞,r−λ(R) ≡ Mλ
p (R), 0 < p ≤ +∞, 0 ≤ λ ≤ n

p
,

где Mλ
p (R) – классическое пространство Морри.

Определение 2 Пусть 0 < p, θ ≤ +∞. Через Ωθ обозначим множество всех неотри-
цательных, измеримых на (0,+∞) функций w не равных 0 и таких, что для некото-
рого t > 0

∥w(r)∥Lθ(t,∞) < ∞.
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Через Ωpθ обозначим множество всех неотрицательных, измеримых на (0,+∞)
функций w не равных 0 и таких, что для всех t > 0

∥w(r)r
1
p∥Lθ(0,t) < ∞, ∥w(r)∥Lθ(t,∞) < ∞.

В работах [10, 11] была доказана следующая лемма.

Лемма 1 Пусть 0 < p, θ ≤ +∞ и w – неотрицательная измеримая по Лебегу функ-
ция на (0,+∞) не равная нулю. Тогда пространство LMpθ,w(·)(R) нетривиально, в том
смысле что LMpθ,w(·)(R) ̸= Θ, тогда и только тогда, когда w ∈ Ωθ, а пространство
GMpθ,w(·)(R) нетривиально тогда и только тогда, когда w ∈ Ωpθ.

Более того, если w ∈ Ωθ и τ = inf{s > 0: ∥w∥Lθ(s,∞) < ∞}, тогда пространство
LMpθ,w(·)(R) содержит в себе все функции f ∈ Lp такие, что f = 0 на B(0, t) для
некоторого t > τ . Если же w ∈ Ωpθ, то

Lp ∩ L∞ ⊂ GMpθ,w(·)(R).

Держа в уме данное утверждение, всегда будем предполагать, что w ∈ Ωθ для случая
локального пространства типа Морри, и что w ∈ Ωpθ для случая глобального простран-
ства типа Морри.

Теперь докажем неравенство Минковского для глобальных пространств типа Морри.

Лемма 2 Пусть A ⊂ R – измеримое множество, 1 ≤ p ≤ +∞, w ∈ Ωpθ. Предполо-
жим, что f – измеримая функция из A×R в R. Пусть f(·, y) ∈ GMpθ,w(·)(R) для почти
всех y ∈ A и ∫

A

∥f(·, y)∥GMpθ,w(·)(R)dy < +∞.

Тогда интеграл
∫
A

f(x, y)dy имеет смысл для почти всех x ∈ R и имеет место нера-

венство Минковского для глобальных пространств типа Морри∥∥∥∥∥∥
∫
A

f(·, y)dy

∥∥∥∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

≤
∫
A

∥f(·, y)∥GMpθ,w(·)(R)dy.

Доказательство. Применив неравенство Минковского для лебеговых пространств
в B(x, r)× A и в (0,∞)× A, получим∥∥∥∥∥∥

∫
A

f(·, y)dy

∥∥∥∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

= sup
x∈R

∥∥∥∥∥∥∥w(r)
∥∥∥∥∥∥
∫
A

f(·, y)dy

∥∥∥∥∥∥
Lp(B(x,r))

∥∥∥∥∥∥∥
Lθ(0,∞)

≤

≤ sup
x∈R

∥∥∥∥∥∥w(r)
∫
A

∥f(·, y)∥Lp(B(x,r))dy

∥∥∥∥∥∥
Lθ(0,∞)

≤

≤
∫
A

sup
x∈R

∥∥w(r)∥f(·, y)∥Lp(B(x,r))

∥∥
Lθ(0,∞)

dy =

∫
A

∥f(·, y)∥GMpθ,w(·)(R)dy.

�
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Определение 3 Пусть f ∈ GMpθ,w(·)(R). Для любого числа h ∈ R определим разность

∆hf(x) = f(x+ h)− f(x), x ∈ R.

Пусть k ∈ N и по индукции определим k-разность функции

∆k
hf(x) = ∆h

(
∆k−1f(x)

)
, ∆0

hf(x) = f(x), ∆1
h = ∆h.

Известно, что

∆k
hf(x) =

k∑
ν=0

(−1)k+ν cνkf(x+ νh).

Отсюда элементарным образом следует нужное нам в дальнейшем неравенство∥∥∆k
hf
∥∥
GMpθ,w(·)(R)

≤ 2k∥f∥GMpθ,w(·)(R). (2)

Далее нам необходимо будет и следующее соотношение для функции f , для которой
существует f (r) ∈ GMpθ,w(·)(R)

∥∆r
hf∥GMpθ,w(·)(R) ≤ |h|r∥f (r)∥GMpθ,w(·)(R). (3)

Его доказательство основано на обобщенном неравенстве Минковского и инвариант-
ности квазинормы глобальных пространств типа Морри относительно сдвига

∥∆r
hf∥GMpθ,w(·)(R) =

∥∥∥∥∥∥
h∫

0

du1 . . .

h∫
0

f (r)(·+ u1 + u2 + . . .+ ur)dur

∥∥∥∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

≤

≤
|h|∫
0

du1 . . .

|h|∫
0

∥∥f (r)(·+ u1 + u2 + . . .+ ur)
∥∥
GMpθ,w(·)(R)

dur = |h|r∥f (r)∥GMpθ,w(·)(R).

Определение 4 Модулем непрерывности k-порядка функции f по норме глобального
пространства типа Морри назовем величину

ωk (f ; δ)GMpθ,w(·)(R) = sup
|h|≤δ

∥∥∆k
hf
∥∥
GMpθ,w(·)(R)

,

где δ > 0.

Из неравенств (2) и (3) вытекают соответственно

ωk (f ; δ)GMpθ,w(·)(R) ≤ 2k∥f∥GMpθ,w(·)(R). (4)

если существует f (r) ∈ GMpθ,w(·)(R), то

ωr (f ; δ)GMpθ,w(·)(R) ≤ δr∥f (r)∥GMpθ,w(·)(R). (5)

Через M
w(·)
νpθ обозначим множество целых функций экспоненциального типа ν, кото-

рые принадлежат пространству GMpθ,w(·)(R), 0 < p, θ ≤ +∞, w ∈ Ωpθ.

Определение 5 Через Aν(f)GMpθ,w(·)(R) обозначим наилучшее приближение функции f
посредством целых функций экспоненциального типа в GMpθ,w(·)(R), т.е.

Aν(f)GMpθ,w(·)(R) = inf
{
∥f − gk∥GMpθ,w(·)(R) : gk ∈ M

w(·)
νpθ , 0 ≤ k ≤ ν

}
.
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3 Прямая теорема приближения

Теорема 1 Пусть 1 ≤ p ≤ +∞, w ∈ Ωpθ. Пусть для функции f ∈ GMpθ,w(·)(R) суще-
ствует обобщенная производная f (r) ∈ GMpθ,w(·)(R), r ∈ N. Тогда для этой функции
при любом фиксированном k ∈ N имеет место следующее неравенство

Aν(f)GMpθ,w(·)(R) ≤
cprk
νr

ωk

(
f (r);

1

ν

)
GMpθ,w(·)(R)

.

Здесь сомножитель cprk > 0 зависит лишь от указанных параметров.

Доказательство. Пусть l = r+k. Выберем целую функцию экспоненциального типа
1 так, чтобы она была неотрицательной четной функцией, удовлетворяющей следующим
условиям:

2

+∞∫
0

g(ξ)dξ =

+∞∫
−∞

g(|ξ|)dξ = 1, (6)

+∞∫
−∞

g(|t|)|t|ldt < +∞. (7)

Примером такой функции является функция

g(z) = µ

(
sin z

λ

z

)λ

∈ M1,1.

Здесь λ > (l + 1) и является четным числом.
Согласно определению конечной разности имеем

(−1)l+1∆l
h(f)(x) =

l∑
s=0

(−1)s+1csl f(x+ sh) =

=
l∑

s=1

(−1)s+1csl f(x+ sh)− f(x) =
l∑

s=1

dsf(x+ sh)− f(x).

Здесь ds = (−1)s+1csl , s = 1, l, к тому же
l∑

s=1

ds = 1, поскольку
l∑

s=0

(−1)s+1csl = 0.

Теперь для функции f ∈ LMpθ,w(·)(R) рассмотрим конструкцию:

gν(x) =

+∞∫
−∞

g(|t|)
{
(−1)l+1∆l

t
ν
(f)(x) + f(x)

}
dt =

=

+∞∫
−∞

g(|t|)
l∑

s=1

dsf

(
x+ s

t

ν

)
dt =
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=

(
u = x+ s

t

ν
; t =

u− x

s
ν; dt =

ν

s
du

)
=

+∞∫
−∞

Rν(u− x)f(u)du,

где Rν(u) =
l∑

s=1

ds
ν
s
g
(

ν|u|
s

)
.

Мы знаем, что Rν(z) – целая функция экспоненциального типа ν.
С учетом (6) будем иметь, что

∥gν∥GMpθ,w(·)(R) ≤
+∞∫

−∞

g(|t|)
l∑

s=1

ds

∥∥∥∥f (·+ s
t

ν

)∥∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

dt =

=

+∞∫
−∞

g(|t|) ∥f∥GMpθ,w(·)(R)dt = ∥f∥GMpθ,w(·)(R)

+∞∫
−∞

g(|t|)dt =

= ∥f∥GMpθ,w(·)(R) < +∞.

Таким образом, мы можем утверждать, что gν ∈ M
w(·)
νpθ .

Рассмотрим разность

f(x)− gν(x) = (−1)l
+∞∫

−∞

g(|t|)∆l
t
ν
(f)(x)dt.

Тогда, используя свойство модуля гладкости ωk(φ;αδ)GMpθ,w(·)(R) ≤ (1 +

α)kωk(φ, δ)GMpθ,w(·)(R), α > 0, получим

Aν(f)GMpθ,w(·)(R) ≤ ∥f − gν∥GMpθ,w(·)(R) =

∥∥∥∥∥∥
+∞∫

−∞

g(|t|)∆l
t
ν
f(·)dt

∥∥∥∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

≤

≤
+∞∫

−∞

g(|t|)
∥∥∥∆l

t
ν
(f)
∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

dt ≤
+∞∫

−∞

g(|t|)
(
|t|
ν

)r ∥∥∥∆k
t
ν
f (r)
∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

dt ≤

≤ 1

νr

+∞∫
−∞

g(|t|) |t|rωk

(
f (r);

|t|
ν

)
GMpθ,w(·)(R)

dt ≤

≤
ωk

(
f (r); 1

ν

)
GMpθ,w(·)(R)

νr

+∞∫
−∞

g(|t|)|t|r(1 + |t|)kdt.

Согласно построению функции gν(x), можно утверждать, что

+∞∫
−∞

g(|t|)|t|r(1 + |t|)kdt = ckr < +∞.
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Таким образом,

Aν(f)GMpθ,w(·)(R) ≤
ckr
νr

ωk

(
f (r);

1

ν

)
GMpθ,w(·)(R)

.

�

4 Обратная теорема приближения

Лемма 3 Для любой целой функции gν ∈ M
w(·)
νpθ (R) справедлив аналог неравенства

Бернштейна
∥g′ν∥GMpθ,w(·)(R) ≤ ν∥gν∥GMpθ,w(·)(R).

Доказательство. Для целых функций экспоненциального типа gν ∈ M
w(·)
νpθ (R) спра-

ведлива следующая интерполяционная формула

g′ν(x) = ν

+∞∑
k=−∞

(−1)k−1

(π/2− kπ)2
gν

(
kπ − π/2

ν
+ x

)
,

∀x ∈ R. Тогда для всех x ∈ R и ∀ r > 0 имеем

∥g′ν∥Lp(B(x,r)) ≤ ν

+∞∑
k=−∞

1

(π
2
− kπ)2

∥∥∥∥gν (kπ − π
2

ν
+ ·
)∥∥∥∥

Lp(B(x,r))

≤

≤ ν
+∞∑

k=−∞

1

(π
2
− kπ)2

∥gν∥
Lp

(
B

(
x+

kπ−π
2

ν
,r

)).
Следовательно,

∥g′ν∥GMpθ,w(·)(R) = sup
x∈R

∥∥w(r)∥g′ν∥Lp(B(x,r))

∥∥
Lθ(0,∞)

≤

≤ ν

+∞∑
k=−∞

1

(π
2
− kπ)2

sup
x∈R

∥∥∥∥∥w(r)∥gν∥Lp

(
B

(
x+

kπ−π
2

ν
,r

))
∥∥∥∥∥
Lθ(0,∞)

≤

≤ ν sup
z∈R

∥∥w(r)∥gν∥Lp(B(z,r))

∥∥
Lθ(0,∞)

= ν∥gν∥GMpθ,w(·)(R).

�

Теорема 2 Пусть 1 ≤ p ≤ +∞, w ∈ Ωpθ. Тогда для любого фиксированного k ∈ N
существует константа cpνk > 0 такая, что для любой функции f ∈ GMpθ,w(·)(R) и
∀n ∈ N справедливо неравенство

ωk

(
f ;

1

n

)
GMpθ,w(·)(R)

≤ cpνk
nk

{
n∑

s=0

(s+ 1)k−1As(f)GMpθ,w(·)(R)

}
.

Здесь cpνk > 0 зависит лишь от указанных параметров.
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Доказательство. Пусть {gν(x)}+∞
ν=0 – последовательность целых функций экспонен-

циального типа из M
w(·)
νpθ (R) наилучшего приближения функции f ∈ GMpθ,w(·)(R) по

норме этого пространства, т.е.:

Aν(f)GMpθ,w(·)(R) = ∥f − gν∥GMpθ,w(·)(R), ∀ ν ∈ Z+,

A0(f)GMpθ,w(·)(R) = ∥f∥GMpθ,w(·)(R).

Произвольным образом берем n ∈ N и ν ∈ N так, чтобы 2ν ≤ n < 2ν+1. Пусть k ∈ N
– фиксированное число. Тогда

ωk

(
f ;

1

n

)
GMpθ,w(·)(R)

= ωk

(
f − g2ν+1 + g2ν+1 ;

1

n

)
GMpθ,w(·)(R)

≤

≤ ωk

(
f − g2ν+1 ;

1

n

)
GMpθ,w(·)(R)

+ ωk

(
g2ν+1 ;

1

n

)
GMpθ,w(·)(R)

≤

≤
[
ωk(φ, δ)GMpθ,w(·)(R) ≤ 2k∥f∥GMpθ,w(·)(R), ωk(φ, δ)GMpθ,w(·)(R) ≤ δr∥f (r)∥GMpθ,w(·)(R)

]
≤

≤ 2k∥f − g2ν+1∥GMpθ,w(·)(R) +
1

nk

∥∥∥g(k)2ν+1

∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

. (8)

Нам в дальнейшем понадобится равенство:

g
(k)

2ν+1(x) = g
(k)
1 (x) +

ν∑
s=0

(
g
(k)

2s+1(x)− g
(k)
2s (x)

)
.

Так как g0(x) ≡ const на R, то

g
(k)

2ν+1(x) = (g1(x)− g0(x))
(k) +

ν∑
s=0

(g2s+1(x)− g2s(x))
(k) .

Далее, применяя неравенство Бернштейна в GMpθ,w(·)(R) для целых функций и учи-
тывая свойство монотонности последовательности {Aν(f)GMpθ,w(·)(R)}, имеем

∥∥∥g(k)2ν+1

∥∥∥
GMpθ,w(·)(R)

≤
∥∥(g1 − g0)

(k)
∥∥
GMpθ,w(·)(R)

+
ν∑

s=0

∥∥(g2s+1 − g2s)
(k)
∥∥
GMpθ,w(·)(R)

≤

≤ 1k∥g1 − g0∥GMpθ,w(·)(R) +
ν∑

s=0

2(s+1)k∥g2s+1 − g2s∥GMpθ,w(·)(R) ≤

≤ ∥g1 − f∥GMpθ,w(·)(R) + ∥f − g0∥GMpθ,w(·)(R)+

+
ν∑

s=0

2(s+1)k
(
∥g2s+1 − f∥GMpθ,w(·)(R) + ∥f − g2s∥GMpθ,w(·)(R)

)
=

= A1(f)GMpθ,w(·)(R) + A0(f)GMpθ,w(·)(R)+
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+
ν∑

s=0

2(s+1)k
(
A2s+1(f)GMpθ,w(·)(R) + A2s(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ 2A0(f)GMpθ,w(·)(R) +
ν∑

s=0

2(s+1)k2A2s(f)GMpθ,w(·)(R) =

= 2

{
A0(f)GMpθ,w(·)(R) +

ν∑
s=0

2(s+1)kA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

}
. (9)

Теперь из неравенств (8) и (9) следует, что

ωk

(
f ;

1

n

)
GMpθ,w(·)(R)

≤ 2kA2ν+1(f)GMpθ,w(·)(R)+

+
2

nk

{
A0(f)GMpθ,w(·)(R) +

ν∑
s=0

2(s+1)kA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

}
≤

≤ 2k+1

nk

(
nkA2ν+1(f)GMpθ,w(·)(R) + A0(f)GMpθ,w(·)(R) +

ν∑
s=0

2skA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ 2k+1

nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R) + 2(ν+1)kA2ν (f)GMpθ,w(·)(R) +

ν∑
s=0

2skA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ 22k+1

nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R) + 2νkA2ν (f)GMpθ,w(·)(R) +

ν∑
s=0

2skA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ 22k+1

nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R) + 2

ν∑
s=0

2skA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ 22k+2

nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R) +

ν∑
s=0

2skA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

)
=

=
Bpλk

nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R) +

ν∑
s=0

2skA2s(f)GMpθ,w(·)(R)

)
. (10)

Так как Aν(f)GMpθ,w(·)(R) ↓ 0 при ν → +∞, то

2skA2s(f)GMpθ,w(·)(R) ≤ 2k
2s∑

l=2s−1+1

lk−1Al(f)GMpθ,w(·)(R), ∀ s ∈ N.

В силу этого факта, (10) продолжим следующим образом:

ωk

(
f ;

1

n

)
GMpθ,w(·)(R)

≤ Bpλk

nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R)+
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+A1(f)GMpθ,w(·)(R) +
ν∑

s=1

2k
2s∑

l=2s−1+1

lk−1Al(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ cpλk
nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R) + A1(f)GMpθ,w(·)(R) +

2ν∑
l=2

lk−1Al(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ cpλk
nk

(
A0(f)GMpθ,w(·)(R) + 1k−1A1(f)GMpθ,w(·)(R) +

n∑
l=2

lk−1Al(f)GMpθ,w(·)(R)

)
≤

≤ cpλk
nk

(
n∑

l=0

(l + 1)k−1Al(f)GMpθ,w(·)(R)

)
.

�

5 Заключение

Для целых функций экспоненциального типа (ц.ф.э.т.) доказаны неравенство Бернштей-
на, прямая теорема Джексона теории приближения и обратная теорема приближения
ц.ф.э.т. в метрике глобального пространства типа Морри и показана зависимость от
скорости стремления к нулю наилучших приближений ц.ф.э.т. по метрике глобального
пространства типа Морри структурных и дифференциальных свойств элементов гло-
бального пространства типа Морри.

Работа выполнена при поддержке грантового финансирования научных исследова-
ний Комитетом науки МОН РК (проект N 1777/ГФ4 МОН РК).
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