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О новой нелокальной краевой задаче
для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа

В настоящей работе сформулирована новая нелокальная краевая задача для уравнения сме-
шанного типа. Рассматривается уравнение параболо-гиперболического типа. Его относят к
первому роду потому, что линия изменения типа не является характеристикой уравнения.
Нелокальное условие связывает между собой точки на границах параболической части об-
ласти и гиперболической части области. Эта задача является обобщением хорошо известных
задач типа Франкля. При ее решении возникает краевая задача для уравнения теплопровод-
ности с условиями типа Самарского-Ионкина. В отличие от имеющихся публикаций других
авторов, близких по тематике, необходимо отметить, что в этих работах нелокальные задачи
рассматривались в прямоугольных областях. В нашей же постановке задачи гиперболическая
часть области совпадает с характеристическим треугольником. Сформулированная задача
эквивалентно редуцирована к интегральному уравнению Вольтерра второго рода. Доказана
однозначная сильная разрешимость сформулированной задачи.
Ключевые слова: нелокальные граничные условия, уравнение параболо-гиперболического
типа, функция Грина, сильное решение.

Sadybekov M.A., Dildabek G., Tengayeva A.A.
On a new nonlocal boundary value problem

for an equation of the mixed parabolic-hyperbolic type

In the present work a new nonlocal boundary value problem for an equation of the mixed type
is formulated. This equation is parabolic-hyperbolic and belongs to the first kind because the
line of type change is not a characteristic of the equation. Nonlocal condition links points on
boundaries of the parabolic and hyperbolic parts of the domain with each other. This problem
is generalization of the well-known problems of Frankl type. A boundary value problem for the
heat equation with conditions of the Samarskii-Ionlin type arises in solving this problem. Unlike
the existing publications of the other authors related to the theme it is necessary to note that
in this papers nonlocal problems were considered in rectangular domains. But in our formulation
of the problem the hyperbolic part of the domain coincides with a characteristical triangle. The
formulated problem is equivalently reduced to an integral Volterra equation of the second kind.
Unique strong solvability of the formulated problem is proved.
Key words: nonlocal boundary conditions; equation of the parabolic-hyperbolic type; Green’s
function; strong solution.

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика №1(88)2016



56 Садыбеков М.А., Дилдабек Г., Тенгаева А.А.

Садыбеков М.А., Дiлдәбек Г., Тенгаева А.А.
Парабола-гипербола типтi аралас теңдеу үшiн

жаңа бейлокал шеттiк есеп туралы

Бұл жұмыста аралас типтi теңдеу үшiн жаңа бейлокал шеттiк есеп қойылған.Парабола-
гипербола типтi теңдеу қарастырылған. Теңдеу бiрiншi тектi теңдеуге жатады, өйткенi тип-
тiң өзгеру сызығы характеристикалық сызық болып табылмайды. Бейлокалдың шарты об-
лыстың параболалық және гиперболалық бөлiктерi шекараларының нүктелерiн өзара бай-
ланыстырады. Бұл есеп белгiлi Франкль тектес есептердiң жалпыламасы болып табылады.
Оны шешу кезiнде жылутаралу теңдеуi үшiн Самарский-Ионкин типтi шартпен берiлген
шеттiк есеп пайда болады. Өзге авторлардың мақаланың тақырыбына ұқсас белгiлi зертте-
улерiнен айырмашылығы, ол жұмыстарда бейлокал есеп тiктөртбұрышты облыстарда қарас-
тырылғандығы болып табылады. Бiздiң қарастыратын есепте облыстың гиперболалық бөлi-
гi характеристикалық ұшбұрышпен сәйкес келедi. Қарастырылған есеп эквиваленттi екiншi
түрдегi Вольтерра интегралдық теңдеуiне келтiрiледi. Есептiң бiрмәндi әлдi шешiлiмдiлiгi
дәлелденедi.
Түйiн сөздер: бейлокал шекаралық шарт, парабола-гипербола типтi теңдеу, Грин функци-
ясы, әлдi шешiм.

1 Введение

Теория уравнений смешанного типа является одним из центральных разделов совре-
менной теории дифференциальных уравнений с частными производными. Это связано
с выявлением множества прикладных задач, математическое моделирование которых
обуславливает изучение различных типов уравнений в рассматриваемой области изме-
нения независимых переменных.

Проблемам теории краевых задач для уравнений смешанного типа посвящены мно-
гочисленные работы авторов из ближнего и дальнего зарубежья. Достаточно полный
обзор полученных результатов содержится в книгах А.В. Бицадзе, Л. Берса, М.М. Смир-
нова, М.С. Салахитдинова, Т.Д. Джураева, Т.Ш. Кальменова.

Впервые на важность изучения уравнений смешанного типа указал С.А. Чаплыгин в
1902 году в своей работе "0 газовых струях". Начало же исследований краевых задач для
уравнений смешанного типа было положено в 20 - 30 годы прошлого века работами Ф.
Трикоми, С. Геллерстедта. Новым толчком в развитии этой теории послужили работы
М.А. Лаврентьева, А.В. Бицадзе, Ф.И. Франкля, К.И. Бабенко, где наряду с теорети-
ческими исследованиями ряда существенных вопросов этой теории была указана и их
практическая значимость. В большинстве своем, это были работы, посвященные теоре-
тическим и прикладным аспектам уравнений смешанного эллиптико - гиперболического
типа. Исследование уравнений параболо - гиперболического типа получило бурное раз-
витие сравнительно недавно. Особый интерес эти задачи представляют в связи с их
приложением к различным задачам механики и физики.

Существенный вклад в развитие теории краевых задач для параболо - гиперболи-
ческих уравнений внесли исследования М.С. Салахитдинова, Т.Д. Джураева, А.М. На-
хушева, А.С. Бердышева. Вопросы обобщенной разрешимости в классе L2 на основе
представления решения в виде билинейного ряда рассмотрены в работах Н.Ю. Капу-
стина [1], [2].

В отличие от теории локальных краевых задач, гораздо менее исследованными
являются нелокальные краевые задачи. Известные к сегодняшнему дню результаты
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можно проследить из списка цитирований монографий А.В. Бицадзе, Л. Берса, М.М.
Смирнова, М.С. Салахитдинова, Т.Д. Джураева. Особенно для уравнений параболо-
гиперболического типа – в недавно вышедшей монографии А.С. Бердышева [3].

В газовой динамике Ф.И. Франкль [4], [5] для уравнения Чаплыгина:

k (y)uxx − uyy = 0,

где k (0) = 0, k′ (y) > 0, впервые поставил краевую задачу, в которой носителем нело-
кального краевого условия ("скачка уплотнения")

u (0, y)− u (0,−y) = f (y)

является часть −a < y < a границы x = 0 области, состоящей из частей границ под-
областей эллиптичности и гиперболичности уравнения. Поэтому нелокальные краевые
условия такого типа – связывающие значения функций на границах областей разного
типа уравнения, называют условиями типа Франкля.

Из недавних публикаций, близких по тематике, можно отметить работы [6 – 9]. Од-
нако в этих работах нелокальные задачи рассматривались в прямоугольных областях.
В нашей же постановке задачи гиперболическая часть области совпадает с характери-
стическим треугольником.

2 Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 - конечная область, ограниченная при y > 0 отрезками AA0, A0B0, B0B,
A = (0, 1), B0 = (1, 1), B = (1, 0), а при y < 0 - характеристиками AC : x + y = 0 и
BC : x− y = 1 уравнения смешанного параболо-гиперболического типа

Lu =


ux − uyy, y > 0

uxx − uyy, y < 0

 = f(x, y) (1)

Это уравнение смешанного типа. Его относят к первому роду потому, что линия изме-
нения типа y = 0 не является характеристикой уравнения.

Через W l
2 (Ω) = H l(Ω) обозначим пространство С.Л. Соболева со скалярным произ-

ведением (·, ·)l и нормой ∥·∥l, W 0
2 (Ω) = L2 (Ω); Ω1=Ω

∩
{y > 0}, Ω2=Ω

∩
{y < 0}.

В области Ω рассмотрим следующую нелокальную краевую задачу, являющуюся
обобщением аналога задачи Франкля для параболо - гиперболического уравнения (1).
3адача F . Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее классическим краевым
условиям

u|AA0
= 0, uy|A0B0

= 0 (2)

и нелокальному краевому условию

u (θ (t)) = (1 + α)u (θ0 (t)) + (1− α)u (θ1 (t)) , 0 ≤ t ≤ 1, (3)

где θ (t) = (t, 1), θ0 (t) =
(
t
2
,− t

2

)
, θ1 (t) =

(
t+1
2
, t−1

2

)
, α – произвольное число.
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Легко видеть, что θ (t) ∈ A0B0, θ0 (t) ∈ AC, θ1 (t) ∈ BC. Поэтому новое нелокальное
краевое условие (3) связывает между собой значения искомого решения на параболи-
ческой части границы A0B0 и на гиперболических частях границы области – на харак-
теристиках AC и BC. Отметим, что краевые условия в гиперболической части области
вида

αu (θ0 (t)) + βu (θ1 (t)) = 0

хорошо известны и носят название краевых условий со смещением. Они впервые введены
А.М. Нахушевым для волнового уравнения (см. [10]).

Определение. Функцию u ∈ L2 (Ω) назовем сильным решением задачи, если суще-
ствует последовательность функций {un} ,

un ∈ W = C1
(
Ω
)
∩ C1,2

x,y (Ω
1
) ∩ C2

(
Ω2

)
,

удовлетворяющих краевым условиям (2) - (3) задачи, такая, что последовательности
un и Lun сходятся в пространстве L2 (Ω), к функциям u и f , соответственно.

3 Формулировка основного результата

Теорема. Для любой функции f ∈ L2 (Ω) существует единственное сильное решение
u(x, y) задачи F . Это решение принадлежит классу H1 (Ω) ∩H1,2

x,y (Ω
1
)∩C

(
Ω
)
, и удо-

влетворяет неравенству

∥u∥1 ≤ C ∥f∥0. (4)

Доказательство. В силу однозначной разрешимости задачи Коши для волнового
уравнения, решение уравнения (1) при y < 0 представляется в виде

u (x, y) = −
∫ η

ξ

dξ1

∫ η

ξ1

f1 (ξ1, η1) dη1 +
1

2
[τ (ξ) + τ (η)]− 1

2

∫ η

ξ

ν (s) ds, (5)

где

τ (x) = u (x, 0) , τ (0) = 0, ξ = x+ y, η = x− y,

ν (x) =
∂u

∂y
(x, 0) , f1 (ξ, η) =

1

4
f

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
.

Отсюда, с учетом τ (0) = 0, непосредственным вычислением, получаем

(1 + α)u (θ0 (t)) + (1− α)u (θ1 (t)) = τ (t)− (1 + α)

2

∫ t

0

ν (s) ds− (1− α)

2

∫ 1

t

ν (s) ds+

+
(1− α)

2
τ (1)− (1 + α)

∫ t

0

dξ1

∫ t

ξ1

f1 (ξ1, η1) dη1 − (1− α)

∫ 1

t

dξ1

∫ 1

ξ1

f1 (ξ1, η1) dη1.
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Вводя дополнительное обозначение u (t, 0) − u (t, 1) = φ (t) , отсюда и из краевого
условия (3), получаем

φ (t) = u (t, 0)− u (t, 1) = τ (t)− u (θ (t)) =
(1 + α)

2

∫ t

0

ν (s) ds+
(1− α)

2

∫ 1

t

ν (s) ds−

−(1− α)

2
τ (1) + (1 + α)

∫ t

0

dξ1

∫ t

ξ1

f1 (ξ1, η1) dη1 + (1− α)

∫ 1

t

dξ1

∫ 1

ξ1

f1 (ξ1, η1) dη1.

Дифференцируя полученное по переменной t, будем иметь

φ′ (t) = αν (t) + Φ2 (t) , 0 < t < 1, (6)

где

Φ2 (t) = (1 + α)

∫ t

0

f1 (ξ1, t) dξ1 + (1− α)

∫ 1

t

f1 (t, η1) dη1. (7)

Это есть основное соотношение между φ′ (t) и ν (t), полученное из гиперболической
части области.

4 Вспомогательная параболическая задача

В параболической части области рассмотрим задачу с краевым условием типа
Самарского-Ионкина:

3адача SI. Найти в области Ω1 решение уравнения теплопроводности

ux − uyy = f(x, y),

удовлетворяющее классическим начально-краевым условиям

u|AA0
= 0, uy|A0B0

= 0 (8)

и нелокальному краевому условию

u (t, 0)− u (t, 1) = φ (t) , 0 ≤ t ≤ 1. (9)

Очевидно, что необходимым условием существования решения является естествен-
ное условие согласования φ (0) = 0. В дальнейшем его будем считать выполненным.
Эта задача впервые была предложена А.А. Самарским, в начале 70-х годов XX века.
Задача возникла при моделировании нелинейной нестационарной теории неустойчиво-
сти в токовой плазме при малом превышении порога (параметрической неустойчивой
плазмы). Математически задача была решена Н.И. Ионкиным [11], а в более общей
постановке Н.И. Ионкиным и Е.И. Моисеевым [12]. В связи с этим, краевые задачи
такого вида называют задачами Самарского-Ионкина. В [13] рассмотрена задача для
обыкновенного дифференциального оператора с возмущенными краевыми условиями
Самарского-Ионкина. Система собственных функций задачи полна, но образует базиса.
На основе этой системы построен новый базис и показано его применение для решения
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методом разделения переменных задач для уравнений в частных производных. Очевид-
но, что решение задачи F в параболической части области может быть представлено в
виде решения задачи SI при специальном выборе граничной функции φ (x). Считая эту
функцию известной, построим соотношение между ν (x) = ∂u

∂y
(x, 0) и φ (x). Имеет место

Лемма. Пусть φ (0) = 0, а u (x, y) - решение задачи SI. Тогда имеет место соот-
ношение

ν (x) = −
∫ x

0

k (x− t)φ′ (t) dt+ Φ1 (x) , 0 < x < 1, (10)

где

k (x− t) =
1√

π (x− t)

+∞∑
n=−∞

exp
{
− n2

4 (x− t)

}
, (11)

Φ1 (x) =

∫ x

0

dx1

∫ 1

0

G0 (x− x1, y1) f (x1, y1) dy1, (12)

G0 (x, y) =
1

2
√
πx3/2

+∞∑
n=−∞

(y + n) exp
{
− (y + n)2

4x

}
. (13)

Доказательство. Решение задачи SI представим в виде

u (x, y) = C (x, y) + S (x, y) , (14)

где C (x, y) и S (x, y) - четные и нечетные по переменной y на интервале (0, 1) части
функции u (x, y):

2C (x, y) = u (x, y) + u (x, 1− y) , 2S (x, y) = u (x, y)− u (x, 1− y) . (15)

Не трудно убедиться в том, что функции C (x, t) и S (x, t) являются в области Ω реше-
ниями уравнений теплопроводности:

Cx (x, y)− Cyy (x, y) = f0 (x, y) , (16)

Sy (x, y)− Syy (x, y) = f1(x, y), (17)

и удовлетворяют однородным начальным условиям

C (0, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, (18)

S (0, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, (19)

где 2f 0 (x, y) = f (x, y) + f (x, 1− y), 2f 1 (x, y) = f (x, y) − f (x, 1− y). Найдем крае-
вые условия по переменной y, которым на границе области Ω удовлетворяют функции
C (x, y) и S (x, y). Подчиняя функцию (14) краевым условиям (8), (9), с учетом соотно-
шений (15), получаем:

S (x, 0) =
1

2
φ (x) , S (x, 1) = −1

2
φ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (20)
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Cy (x, 0) = Sy (x, 0) , Cy (x, 1) = −Sy (x, 0) , 0 ≤ x ≤ 1, (21)

Таким образом, для построения решения задачи SI получаем две (более простые)
задачи, которые нужно решить последовательно. Сначала решаем задачу для S (x, y).
Это первая начально-краевая задача для уравнения теплопроводности (17) с однород-
ным начальным условием (19) и неоднородными краевыми условиями Дирихле (20). Это
классическая задача, ее решение существует и единственно. Оно может быть построено
с помощью функции Грина первой начально-краевой задачи.

Имея решение S (x, y), решаем вторую задчу для C (x, y). Это вторая начально-
краевая задача для уравнения теплопроводности (16) с однородным начальным услови-
ем (18) и неоднородными краевыми условиями Неймана (21). Это также классическая
задача, ее решение существует и единственно. Оно также может быть построено с по-
мощью функции Грина второй начально-краевой задачи.

Легко видеть, что

ν (x) =
∂u

∂y
(x, 0) =

(
∂C

∂y
+

∂S

∂y

)
(x, 0) = 2Sy (x, 0) . (22)

Поэтому для получения соотношения (10) достаточно решить задачу (17), (19), (20)
для S (x, y). Это первая начально-краевая задача для уравнения теплопроводности. Ее
функция Грина имеет вид [14, с. 197]:

G (x, y, y1) =
1

2
√
πx

+∞∑
n=−∞

[
exp

{
− (y − y1 + 2n)2

4x

}
− exp

{
− (y + y1 + 2n)2

4x

}]
. (23)

Поэтому для решения задачи (17), (19), (20) имеет место представление

S (x, y) =

∫ x

0

dx1

∫ 1

0

G (x− x1, y, y1) f1 (x1, y1) dy1+

+

∫ x

0

Gy1 (x− x1, y, 0)S (x1, 0) dx1 −
∫ x

0

Gy1 (x− x1, y, 1)S (x1, 1) dx1.

Отсюда, с учетом краевых условий (20) и явного вида (23) функции Грина, непо-
средстенным вычислением получаем

S (x, y) =

∫ x

0

dx1

∫ 1

0

G (x− x1, y, y1) f1 (x1, y1) dy1+
1

2

∫ x

0

G0 (x− x1, y)φ(x1)dx1, (24)

где G0 определяется по формуле (13). Интегрированием по частям, с учетом условия
φ (0) = 0, второе слагаемое в (24) представим в виде

1

2

∫ x

0

G0 (x− x1, y)φ(x1)dx1 =
1

2

∫ x

0

G1 (x− x1, y)φ
′(x1)dx1, (25)

где

G1 (x− x1, y) = − 2√
π

−1∑
n=−∞

∫ y+n

2
√

(x−x1)

−∞
e−z2dz +

2√
π

+∞∑
n=0

∫ +∞

y+n

2
√

(x−x1)

e−z2dz.
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Теперь непосредственным вычислением из (24), с учетом (25), получаем

Sy (x, 0) =

∫ x

0

dx1

∫ 1

0

∂G

∂y
(x− x1, y, y1)

∣∣∣∣
y=0

f1 (x1, y1) dy1 −
1

2

∫ x

0

k (x− t)φ′ (t) dt,

где k (x− t) определяется по формуле (11). Первое слагаемое представляем в виде∫ x

0

dx1

∫ 1

0

{
∂G

∂y
(x− x1, y, y1)

∣∣∣∣
y=0

− ∂G

∂y
(x− x1, y, 1− y1)

∣∣∣∣
y=0

}
f (x1, y1) dy1.

Для него непосредственным вычислением находим, что

∂G

∂y
(x− x1, y, y1)

∣∣∣∣
y=0

− ∂G

∂y
(x− x1, y, 1− y1)

∣∣∣∣
y=0

= G0 (x− x1, y1) .

Суммируя полученное, с учетом (22), приходим к формуле (10). Лемма доказана. Фор-
мула (10) дает основное соотношение между ν (x) и φ (x), получаемое из параболической
части области.

5 Основное интегральное уравнение

Иссключая ν (x) из соотношений (6) и (10), получаем для φ′ (x) интегральное уравнение
Вольтерра второго рода

φ′ (x) + α

∫ x

0

k (x− t)φ′ (t) dt = Φ(x) , Φ (x) = αΦ1 (x) + Φ2 (x) . (26)

Таким образом, задача F эквивалентно редуцирована к интегральному уравнению Воль-
терра второго рода (26). Заметим, что полученное интегральное уравнение совпадает (за
иссключением правой части уравнения и коэффициента перед интегральным операто-
ром) с интегральными уравнениями, возникающими при решении локальных краевых
задач Трикоми для уравнения параболо-гиперболического типа. Методы решения таких
интегральных уравнений широко известны.

Также необходимо отметить, что наиболее простым случаем является α = 0. При
этом из (26) сразу отпределяется значение φ′ (x) и решение задачи F строится в явном
виде.

В общем же случае, так как ядро k (x) представимо в виде

k (x) =
1√
πx

+ k̃ (x) ,

где k̃ (x) ∈ C∞ [0, 1], то k (x) – ядро со слабой особенностью. Поэтому существует един-
ственное сильное решение уравнения (26) и оно имеет вид

φ′ (x) = Φ (x) +

∫ x

0

Γ (x− t) Φ (t) dt, (27)
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где Γ (x) – резольвента уравнения (26):

Γ (x) =
∞∑
j=1

Kj (x), K1 (x) = −αk (x) ,

Kj+1 (x) =

∫ x

0

K1 (x− t)Kj (t) dt, j ∈ N.

Из (27) легко убедиться в справедливости оценки

∥φ′ (x)∥L2(0,1)
≤ c1∥Φ (x)∥L2(0,1)

,

а из (7) и (12) находим, что

∥Φ (x)∥L2(0,1)
≤ c2 ∥f∥0.

Таким образом, получаем оценку

∥φ′ (x)∥L2(0,1)
≤ c ∥f∥0. (28)

6 Построение решения задачи F

Из (27), с учетом φ (0) = 0, после несложных преобразований получим

φ (x) =

∫ x

0

Γ1 (x− t) Φ (t) dt, Γ1 (x) = 1 +

∫ x

0

Γ (t) dt. (29)

Теперь решение задачи F восстанавливается в области Ω1, как решение задачи SI с
граничной функцией φ (x) из (29). По построенному в области Ω1 решению находим τ (x)
и ν (x). Поэтому в области Ω2 для решение задачи F однозначно восстанавливается, как
решение задачи Коши по формуле Даламбера (5).

Отсюда и из свойств решения первой начально - краевой задачи для уравнения теп-
лопроводности следует, что решение задачи F принадлежит H1 (Ω) ∩H1,2

x,y (Ω
1
) ∩ C

(
Ω
)

и, как следствие оценки (28), удовлетворяет неравенству (4).
Покажем, что найденное решение будет сильным. Так как C1

0

(
Ω
)

плотно в L2 (Ω) ,
то для любой функции f ∈ L2 (Ω) существует последовательность функций fn ∈ C1

0

(
Ω
)

таких, что ∥fn − f∥ → 0, n → ∞. Обозначим un = L−1fn.
При fn ∈ C1

0

(
Ω
)

нетрудно видеть, что Φn (x) ∈ C1 [0, 1]. Поэтому уравнение (27)
можно рассматривать как интегральное уравнение Вольтерра второго рода в простран-
стве C1 [0, 1] . Следовательно, φ′

n (x) ∈ C1 [0, 1] . Отсюда un(x, 0) ∈ C2 [0, 1], ∂un

∂y
(x, 0) ∈

C1 [0, 1]. Из свойств решений первой начально-краевой задачи для уравнения теплопро-
водности и задачи Коши для волнового уравнения, получаем, что un ∈ W для всех
fn ∈ C1

0

(
Ω
)
.

В силу неравенства (4) имеем

∥un − u∥1 ≤ c∥fn − f∥0 → 0, n → ∞.

Следовательно, {un} – есть последовательность, отвечающая определению сильного
решения. Поэтому задача F сильно разрешима для любой правой части f , и сильное
решение принадлежит классу H1 (Ω) ∩H1,2

x,y (Ω
1
) ∩ C

(
Ω
)

. Теорема доказана.
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7 Заключение

В работе предложена новая нелокальная краевая задача для уравнения смешанного
параболо-гиперболического типа. Особенностью рассматриваемой задачи является то,
что нелокальные краевые условия связывают значения искомой функции на частях гра-
ницы параболической и гиперболической областей. В отличие от работ других авторов,
в предлагаемой новой постановке гиперболическая часть области совпадает с характе-
ристическим треугольником.

Задача редуцирована к интегральному уравнению типа Вольтерра второго рода. При
этом полученное уравнение аналогично интегральным уравнениям, возникающим при
решении задач Трикоми (которые можно считать классическими).

Доказана однозначная сильная разрешимость сформулированной задачи. Получен-
ный результат позволяет в дальнейшем рассмотреть спектральную задачу с таким
нелокальным краевым условием, наподобии исследований спектральных свойств задачи
Трикоми [15 - 17].
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