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������ ������������ �� ����� ���������� ���������� ����� ������

����� ��� ���������� ���������� ������������� �������� ������ �������� ������ ������
������� ���������� ������� ������������� �� ����� ���������� ���������� �������
������������ ���������� ����� ��� ��������� ��� ���������� ������� ������� ���������������
��� ����������� ������� ������ ����������� ������������ ������ ���� ���������� ���
������� ������� ������� ��������� ����� ������ � ��������� ����������� ������� �������
�������� ���� ������� ���� ��������� ��������� ���������� ������ ����������� ����������
��� ���������� ����������� ����� � = (p1, p2, ..., pd),� = (q1, q2, ..., qd), � = (r1, r2, ..., rd) ����
����� �������������� ���������� ���������� ����� ������� ����������� ������������� ����
�������� ������������ �������� ������ ������������ �� ����� ���������� ����������
������� ������ ��������� �������� ������� ����������� ������� ��� ��������� ��������
���������� ��������� ���� ���� ����� ���� �� ������� ���������� ������ ����������� ��
����� ���������� ���������� ����� ���� ��� ������� ������ ���������� ����� �������
�������������� 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r = (r1, ..., rd),min

i
ri ≥ 0 ��������� �����

������ ���� �������� �������� ������ �������� Lp(πd) ���� Lq(πd) ������������ ��
����� ���������� ���������� ���������� ������������� �������� ������ �������� ������
������������ ���������� ������� ������������� ������������ ��������� �����������

������� ������������ E�,d,Q(λ) ⊂ L
(�)
� (πd)� E�,d,Q(λ) ⊂ E

(�)
�,d,Q(µ) ������������ ��������� ����

���������� ��������� ����� �������
�������� ������ �� ����� �������� ������ ������ ������������
���������������������� ��������

����������� ��������
����� ��� �������� ������� ��� ���� �������������� �� ����� �����

��� ���� ���� ��� ����� ������� ��� ���� �������������� �� ����������� ���� ��������� ����
���������� �������� ������������� �� � ����� ����� ���������� �� ��� ��������� ����� ��� ������
�� ������������� ����� ��� �������� ��� ���� ������� �� ���� ������� �� ������� �� ���
�������������� �� ��� �������� �������� �� �������������� ��� ��� ����������� ����� ��� ����
������� ���������� ���� ���������� ���� �� ������ ����� ������� � = (p1, p2, ..., pd),� =
(q1, q2, ..., qd), � = (r1, r2, ..., rd) ���� ���������� ����� ���� ����� �� ��� ���������� �� ����������
����� ����� �� ��������� ���� �� ��� ����������� ������ ��� �� ��� ������������ �� ����� ������� ��
����� ������� ��� ��� ����������� ������� ��� ���� �������������� �� �������� ����� ����� ���
����� ����� ��� ����� ���������� ������� ������� ������� ����������� �� ���� ������� ��� ���������
������� ���� �������������� �� �������� ����� ������ ����� ���������� ��� �������� ���� ��������
��� ��� ������� ���� ���� ��� ����� ���������� ��� �� ��� ���� 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r =
(r1, ..., rd),min

i
ri ≥ 0� �� ��� ������� ��� �������� ������� ��� ���� �������������� �� ��� �����

Lp(πd) ��� Lq(πd) �� ��������� �� ����� �� ������������� ����������� ����� ��������� ��� ��
���������� �������� ������������� �� � ����� ����� ����������� ���� ��� ����������� ������� �� ���

�������� �� ��� ������ ����������� �� ����� E�,d,Q(λ) ⊂ L
(�)
� (πd)� E�,d,Q(λ) ⊂ E

(�)
�,d,Q(µ)�

��� ������ ���� �������������� ����� ����� ���������� ������ ������������� �����������

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����
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���������� ��������
� ����������� ����� ���������� ������������� � ��������� ������

������� ����������� ����� ���������� ������������� ���������� � ����������� ��
��������������� �������� ��������������� �������� ��������� ������������� ����������
������������ ������� ������������ ����� ��� ��������� �������� ������� ������ ������ ���
������� ��������� ������������ ����������� ��������������� ��� ������������� �������
����� �������� ��������� ����������� ��������� ��������� � ������ � ���������������
���������� ���� ����������� ������� ������ ������ ���� � ������������ �������������
���������� ����� ����� � = (p1, p2, ..., pd),� = (q1, q2, ..., qd), � = (r1, r2, ..., rd) � ���� ��������
����� � ����� �� ����������� ��������� ��������� � ���� �� ��������� ������� ����������
������ ����������� ����� ���������� ������������� � ������ ��������� ������ ���
�������� ����� ������������� ��������� ������������� ��������� ������������ �����
����� � � ������ ������ ��� ����������� ����� ���������� ������������� � ������
��������� ������ ��� ������� ������ ���� �������� ��� ������ ������� ����� ��������
��������� ����� ��� 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r = (r1, ..., rd),min

i
ri ≥ 0� � ������

����������� ����� ���������� ������������� � ������ Lp(πd) � Lq(πd) ���������� ���
��� ������������������ ��������� ��������� ������� ����� � ��������������� ��������
��������������� �������� ��������� ������������ �� ������������ ���������� � ��������

����� �������� �������� ����� E�,d,Q(λ) ⊂ L
(�)
� (πd)� E�,d,Q(λ) ⊂ E

(�)
�,d,Q(µ)�

����� ������� ��������� ������������ ��������� ������ ��������������� ������ ������
������������� �������

�������

�������� ������������ ����������� ��� ������� ��������� ������� ������������
�����������

Rd ������ � = (x1, x2, ..., xd) ������������ �������� d � ������� ������ �����������
�� πd ≡ [−π, π]d ������ d � ������� ����� ������������ ���������� ����� �������
������� 2π �������� ���� (� = (p1, p2, ..., pd), 1 ≤ pi < ∞, i = 1, 2, ..., d)

∥f∥� ≡




π∫

−π




π∫

−π




π∫

−π

(f(x1, ..., xd))
p1 dx1




p2
p1

dx2...




pd
pd−1

dxd




1
pd

< ∞,

����� p1 = ... = pd = p ������ ���� ∥f∥� ≡ ∥f∥p =
(
∫
πd

|f(�)|pd�
) 1

p

� ������ �����������

������� f(�) = f(x1, ..., xd) ��������� L�(πd) ������������ ������� f ∈ L�(πd)�
��������� ������������� ����������
� = (k1, ..., kd)� kj � ����� ������� � = (s1, ..., sd)� sj � ������� ������� j = 1, ..., d�

ρ(�) = {� = (k1, ..., kd) : 2
sj−1 ≤ kj < 2sj , j = 1, 2, ..., d};

δs(f,�) =
∑

|�|∈ρ(�)
f̂(�)ei(�,x),

����� |�| = (|k1|, ..., |kd|)� f̂(�) = 1
(2π)d

∫
πd

f(�)e−i(���)d�.

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



������ ������������ �� ����� ���������� � � � �

���� ����� ������������ ������ �� ��� ����� ������ ����� e ������ ���� j ∈ e ����
γj = 1 ���� j /∈ e ���� γj > 1 ��������� ����������������� �������� γ = (γ1, ..., γd)
������ ������������

� = rγ = (r1, ..., rd)� r = min
i=1,...,d

ri ≥ 0 ������� ���� t(�) ∈ T (N,γ) ����������� ����

t(r)(�,α) ����� t(�) ����������� ����������� ���������� ��������� ���������� �����
t(r)(�,α) = (2π)−d

∫
πd

t(�− �)U �
N(�,α)d� �α = 0, � = 0 ����� t(0)(�, 0) ≡ t(�)��

���� ������ ��������� �����������

|�| ∈ Γ(N,γ) = {� : kj > 0, j = 1, ..., d,
d∏

j=1

k
γj
j ≤ N} ������� ������ � ���������

������ γ = (γ1, ..., γd) ��������� ������ ������������ ����� ��� �������

|�| ∈ Q�
n =

∪
(γ,s)≤n

ρ(�) ����������� ������ � ��������� ������ γ =
( r1

r
, ...,

r
d

r

)

��������� ������ ������ � = (r1, ..., rd) �������� ������ ������������ ��������� �����
��� ������ ������ � = rγ = r

( r1
r
, ...,

r
d

r

)
��

T (N,γ) ���� T (Q�
n) ������ ������

∑
|�|∈Γ(N,γ)

a�e
i(�,�) ����

∑
|�|∈Q�

n

c�e
i(�,�) ������������

������ ���������� ��������� ������������

EN,γ(f)� = inf
t∈T (N,γ)

∥f − t∥�, 1 ≤ pi < ∞, i = 1, ..., d,

EQ�
n
(f)� = inf

t∈T (Q�
n)
∥f − t∥�, 1 ≤ pi < ∞, i = 1, ..., d,

���������� f(�) � ������������ ������������� γ = (γ1, ..., γd) ������� �� ���������
������ ������������ ������� ������� ���������������� ������������� L�(πd) ����
������ ������� �� ����� ����������� ��� �������

� = rγ ���� T (Q�
n) ⊂ T (2n,γ) ⊂ T (Q�

n+γ(d))� γ(d) =
d∑

j=1

γj� ���������� ��������������

���� EQ�
n
(f)� ������ EN,γ(f)� ����������� ������� ���� ����������� ���������� ������

L�
(�)(πd) ������ f �(�,α)� � ≥ 0 ���������� L�(πd) ������������ ������� f(�) �����

������ ������ ������������

���� ������ �� ��� λ = {λn}∞n=1 �� ������ ������� ������� �λn ↓ 0, n ↑ ∞�� ���

�� E
(�)
�,d,Q(λ) ������ EQ�

n
(f (�)(�,α))� = O(λn)(n → ∞) ������ ����������� f(�) ∈

L
(�)
(�)(πd) ��������� ���������� ������ ������������

C(α, β, ...) ������ ��� ��������� ������������� ���� �������� ����� ������� ����
��������� ����������� ������� ������ �� ��� �� ��������� ������������ �� A ����

��� ������ B ���� B
≪

α,β,...
A ����� |B| ≤ C(α, β, ...)A ����������� ����������

�� A ���� B ���� A
≻≺
α,β,...

B ����� A
≪

α,β,...
B

≪
α,β,...

A ���������� ����������

������� ��������� ���������� ������ �������� ������

� ����� ����

��� ������ � = (p1, ..., pd), � = (q1, ..., qd), 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, � =

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



� ���������� ��������

(r1, ..., rd), min
i

ri ≥ 0 ���� ������ ��������� ����������


∞∑

n=0

fn,γ(�)


�

≤ C(�,�, d)

[ ∞∑

n=0

2
n

(
min

1≤j≤d
qi

)
max

1≤j≤d

(
1
pj

− 1
qj

)

∥fn,γ(�)∥
min

1≤j≤d
qi

�

] 1
min

1≤j≤d
qi

���

������� fn,γ(�) ∈ T (Q�
n), n = 0, 1, 2, ...

� ����� ����

� = (p1, ..., pd), 1 < pi < ∞, i = 1, ..., d, � = (r1, ..., rd), 0 < ri < ∞, i = 1, ..., d; � =
rγ, r = min

i
ri �������

���� ��� ������ α = (α1, ...,αd) ������� ���� ������ ��������� ����������

sup
t∈T (N,γ)

∥t(�γ)(�,α)∥�
∥t(�)∥�

≪
�,M

N r�

�� ����� ���������� ������������ �����

�������� ���� � = (p1, ..., pd), � = (q1, ..., qd), 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, � =
(r1, ..., rd), min

i
ri ≥ 0 ���� L�(πd) � ����� �������� ������� ����� ������� ������� 2π

��������� d ��������� f(�) ��������� ����

∞∑

l=1

2
l

(
min

1≤i≤d
qi

)[
max

1≤j≤d

(
1
pj

− 1
qj

)
+ min

1≤i≤d
ri

]

E
min

1≤i≤d
qi

Q�

l
(f)� < ∞ ���

����� ���������� ���� f(�) ������������ L�(πd) ������������ (�,α) �������� ���
����

EQ�

l
[f �(�,α)]�

≪
�,�,�

[ ∞∑

l=1

2
l

(
min

1≤i≤d
qi

)[
max

1≤j≤d

(
1
pj

− 1
qj

)
+ min

1≤i≤d
ri

]

E
min

1≤i≤d
qi

Q�

l
(f)�

] 1
min

1≤j≤d
qi

���

����������

���������� ���� β = max
i

(
1
pi
− 1

qi

)
, q0 = min

i
qi ���� r = min

i
ri ��� �����������

���� tl(�) ∈ T (Q�
l ) ������ f(�) ������������ L0

�(πd) �������������� �� ����� ����

������� ��������� ����������� ���� f(�)
L�(πd)
= tl(�)+

∞∑
l=2

[tl(�)− tl−1(�)]� ���� ��� � ���

� ���������� �����������


∞∑

l=2

[t
(�)
l (�,α)− t

(�)
l−1(�,α)]



q0

�

≪
�,�

∞∑

l=2

t(�)l (�,α)− t
(�)
l−1(�,α)


q0

�
2lβq0

≪
�,�,�

≪
�,�,�

∞∑

l=2

∥tl(�)− tl−1(�)∥q0� 2lβq02lrq0
≪
�,�,�

∞∑

l=2

Eq0
Q�

l−1
(f)�2

lq0(r+β) =

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



������ ������������ �� ����� ���������� � � � �

=
∞∑

l=1

Eq0
Q�

l
(f)�2

lq0(r+β) < ∞

����

Eq0
Q�

l

[
f (�)(�,α)

]
�
=

(
inf

T∈T (Q�
n)

f (�) − T

�

)q0

≤

≤
f (�) − t(�)n

q0

�
=


∞∑

l=n+1

[t
(�)
l (�,α)− t

(�)
l−1(�,α)]



q0

�

≪
�,�

≪
�,�

∞∑

l=n+1

t(�)l (�,α)− t
(�)
l−1(�,α)


q0

�
2lβq0

≪
�,�,�

∞∑

l=n+1

∥tl(�)− tl−1(�)∥q0� 2lβq02lrq0
≪
�,�,�

≪
�,�,�

∞∑

l=n+1

Eq0
Q�

l−1
(f)�2

lq0(r+β) =
∞∑

l=n

Eq0
Q�

l
(f)�2

lq0(r+β)

�������
��� ���������������� ��� ������ ������ ������� ���������� ����������� ��� ����

��������

��������

���� pi = p, qi = q, i = 1, 2, ..., d ������ ���� ��� ������������ ���������������
���������� ���������� ����� ����� ��� ��������� ���������

������� ������
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