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ẋ = A(t)x+ B(t)f(x,λ, t) + µ(t), t ∈ I = [t0, t1], ���

� �������� ���������

(x(t0)) = x0, x(t1) = x1) ∈ S ⊂ R2n, ���

��� ������� ������� �����������

x(t) ∈ G(t) : G(t) = {x ∈ Rn/ω(t) ≤ F (x,λ, t) ≤ φ(t), t ∈ I}, ���

� ����� ������������ �����������

gj(u(x0, x1,λ) ≤ cj, j = 1,m1; gj(x0, x1,λ) = cj, j = m1 + 1,m2, ���

gj(x0, x1,λ) =

t1∫

t0

f0j(x(t), x0, x1,λ, t)dt, j = 1,m2. ���

� ����������

λ ∈ Λ ⊂ Rs, λ = (λ1, . . . ,λs). ���

����� A(t), B(t) � ������� � �������������������� ���������� �������������� ������
��� n × n, n × m, ������ ������� f(x,λ, t) = (f1(x,λ, t), . . . , fr(x,λ, t)) ���������� ��
������������ ���������� (x,λ, t) ∈ Rn × Rs × I, ������������� ������� ������� ��
���������� x, ����

|f(x,λ, t)− f(y,λ, t)| ≤ l(t)|x− y|, ∀(x,λ, t), (y,λ, t) ∈ Rn ×Rs × I ���

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����
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|f(x,λ, t)| ≤ c0(|x|+ |λ|2) + c1(t), ∀(x,λ, t), ���

��� l(t) ≥ 0, l(t) ∈ L1(I, R
1), c0 = const > 0, c1(t) ≥ 0, c1(t) ∈ L1(I, R

1). �������� ���
��� ���������� ������� ���� ��� ���������������� ��������� ��� ��� �������������
x0 = x(t0) ∈ Rn, λ ∈ Rs ����� ������������ ������� ��� �������� t ∈ I. ������
������� F (x,λ, t) = (F1(x,λ, t), . . . , FS(x,λ, t)) ���������� �� ������������ ����������
(x,λ, t) ∈ Rn×I.������� f0(x(t), x0, x1,λ, t) = f01(x, x0, x1,λ, t), . . . . . . , f0m2(x, x0, x1,λ, t)
���������� �� ������������ ���������� � ������������� �������

|f0(x, x0, x1,λ, t)| ≤ c2(|x|+ |x0|+ |x1|+ |λ|2) + c3(t),

∀(x, x0, x1,λ, t) ∈ Rn ×Rn ×Rn ×Rs × I,

c2 = const ≥ 0, c3(t) ≥ 0, c3(t) ∈ L1(I, R
1).

ω(t), φ(t), t ∈ I � �������� r � ������ ����������� �������� S � �������� ������������
�������� ��������� ��������� �� R2n, Λ � �������� ������������ �������� ���������
��������� �� Rs, ������� ������� t0, t1 � ������������ t1 > t0� �������� ��� ����
A(t) ≡ 0, m = n, B(t) = In, ��� In � ��������� ������� ������� n× n, �� ��������� ���
��������� � ����

ẋ = f(x,λ, t) + µ(t), t ∈ I. ���

������� ���������� ���� ���������� �������� ������� ��� ��������� ���� ��� ���
�������� ��� � ���� � ���������� ��������� S ������������ ������������

S = {(x0, x1) ∈ R2n/Hj(x0, x1) ≤ 0, j = 1, p; < aj, x0 > + < bj, x1 > −ej = 0, j = p+ 1, s1},
��� Hj(x0, x1), j=1, p � �������� ������� ������������ ���������� (x0, x1), x0=x(t0),
x1 = x(t1), aj ∈ Rn, bj ∈ Rn, ej ∈ R1, j = p+ 1, s � �������� ������� � ����� < ·, · > �
��������� ������������� � ���������� ���������

Λ = {λ ∈ Rs/hj(λ) ≤ 0, j = 1, p1; < aj,λ > −ej = 0, j = p1 + 1, s1},
��� hj(λ), j = 1, p1 � �������� ������� ������������ λ, aj ∈ Rs, ej ∈ R1, j = p1 + 1, s1 �
�������� ������� � ������ �������� ��������� ������� ������ �� ����� �����������
� ����������� ������� ������������� ������� ������� ������ ��� � ���� ������ �� ���
������� ������� ������� ������ ��� � ���� ��� ������� �� ���������� ������� ����������
�������� ������������� ���� (x0, x1) ∈ S � ��������� λ ∈ Λ ������ ��� ������� ������
�� ��� ��������� �� ����� x0 � ������ ������� t0, �������� ����� ����� x1 � ������
������� t1, ��� ���� ����� ������� ������� ���� ��� x(t) = x(t; x0, t0,λ), t ∈ I, x(t0) = x0,
x(t1) = x1, ��� ������� ������� ������� ����������� ������� ����������� ���� � ���
������� ��� ������������� �������� ���� � ���������� �� ������� ������ ��� � ��� ���
���������� ������� � ������������ ����������� ������� ������ ����������������
���������� ������ ����� � ������� ����� �������������� ������ �������� � �����
��� ��������� ������ ���� ����� ����� �������� ��������� λ, ��� ������� � ��������
���������� [t0, t1] ���������� �������� �� ���� ������� ����������� ���������

L[y] + λr(t)y(t) ≡ 0, ����

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



� ������� ������� ������ � ���������� � � � ��

��������������� �� ������ ���������

α1y(t0) + α2ẏ(t0) = 0, β1y(t1) + β2ẏ(t1) = 0, ����

��� L[y] =
d

dt
[p(t)ẏ(t)]− q(t)y(t), p(t) > 0, t ∈ [t0, t1].

����� ����������� y(t) = x1(t), ẋ1(t) = x2(t), t ∈ [t0, t1], ��������� ���� �����
����������� � ����

ẋ = A(t)x+ B(t)f(x1,λ, t), t ∈ I = [t0, t1], ����

���

A(t) =




0 1
q(t)

p(t)
− ṗ(t)

p(t)


 , B(t) =



0 0

0 −r(t)

p(t)


 , f(x1,λ, t) =

(
0

λx1

)
.

��������� ������� ���� ��������� � ����

α1x10 + α2x20 = 0, β1x11 + β2x21 = 0, ����

��� x(t0) = (x10, x20), x(t1) = (x11, x21).�������� λ ∈ R1. ��������� ����� ������� �������
����� λ ∈ R1 �������� �������� �������� ���� ���� ��� ��������������� ��� ��������
���� ������� ������ ��������������� �������� � ������� ����������� �������������
��������� ���������� ������� �����

y(t) = −λ

t1∫

t0

G(t, ξ)r(ξ)y(ξ)dξ, ����

��� G(t, ξ) � ������� ������ �������� ��� ���������� ������� ����� G(t, ξ) � ���
����� ������������� ��������� ���� �������� ������� ������� ������������ �������
���������� ����� ������� ������������ ������� ������� ����� ��� � ���� � �������
����� �������� ������� �������������� ������ ������������ ������� ������ �������
��� ��� �������� ������ ������� ������� �� ������� ������� �������� � �� �����
������ ������� �� �������� ���������� ���������� � ������ ��� ��� ������������
���������� ������� ������ ��� �������� ��������� �� ���� ���������� �����������
������ ��������� ������� �������� ������������ ����������� ������� �� ����������
��� � �������� ��������� ������ �������� � ������ ��� ��������������� ������ ��
����������� �������� � ����������� ������� ��� �������������� �����������������
��������� ������� �������� ����������� ����������� ���������� �� ������������� ���
������� ������ ����� ������� ����������� ��������� ������������ ���������� �����
�� ����������� �������� ��� ��������� ��������������� ��������� ������ ���� ���
������ �� ����� ������ ��������� ������� ������� ������� �� ������������� ��������
��� ��������������� ������������� ������� ����������� ������� ���������� ����� �
������������ Lp(0, 1), p > 1. �� ������ ������� �� �������� ����������� ������� ����
�������� ���������� ���� ��� � ������� �������� ������������ ������� ������������
������� ������������ ���� ���� ��� ��������� ������� ������� ����������� ���������
�� ������� ����������� ���� ����������� ������� �� ����������� � ���������� �����

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����
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������� ����� ����� � ������������� �������� ������� � ���������� ��������� ����
������� ��� ������� �� ������������ ������������ ����������� ���� ��� �������������
��������� ��������� ������������ ���������� � ������ ������� ���������� �������
��� ���������� ������������� ������� �� ������ ������������ �������� �������� �
��������� ���� ��� ������������� ��������� ������������� ���������� �� �������
���������� ������ ������� ����� �������� ���������� ������� ������������� ������
������� ������� ������ � ���������� �������� ������� ����������� ���� ��������
���������� ������� � ���� ��� �������� ������� ������ � ������������� ����������
�� ������������ ������ ������������ ���������� �� ��������� ������ ������ ����
�������� ����� ������ ���� ��������� ��������� ���������� ������ ������� ������
������ ������������ ��������� ���������� ������� ����� ������ ��������� ���������
����� ������� �������� ������ � ���������� �� ������� �������������� ����� �������
������ ������������ ���������� ������������ ����� ��� ����� ������� �����������
� ����������� ������� ������������� ������� ������� ������ ��� � ��� ����� ���� ���
������ �� ������� ���������� ������ ����� ����������� �� �������� ���������� �
������� �������� ������� ������ ������������ �� ���������� ������ ������������
��� �������������������� � ���� ����������� �������������� ������� �������������
������ �� ��������� ������� ������������� ������ ������ �������� ������������ ���
����� ������������ ���������� � �������

�� ������� ����������

���������� ������������ ����������� ���� ���� ����� �������� ��������������
���������� d = (d1, . . . , lm1) ∈ Rm1 , d ≥ 0, ����������� ���� ��� ����� ����������� �
����

gj(x0, x1,λ) =

t1∫

t0

f0j(x(t), x0, x1,λ, t)dt = cj − dj, j = 1,m1,

��� d ∈ Γ = {d ∈ Rm1/d ≥ 0}. ����� ������ c = (c1, . . . , cm2), ��� cj = cj − dj, j = 1,m1,
cj = cj, j = m1 + 1,m2.

������ ������ ������� η(t) = (η1(t), . . . , ηm2(t)), t ∈ I ���

η(t) =

t1∫

t0

f0(x(τ), u(τ), x0, x1, τ)dτ, t ∈ I.

������ �������� ���

η̇(t) = f0(x(t), x0, x1,λ, τ)dτ, t ∈ I = [t0, t1].

�����
η̇ = f0(x(t), x0, x1,λ, t), t ∈ I,

η(t0) = 0, η(t1) = c, d ∈ Γ.

������ �������� ������� ������ ��� � ��� ��������� � ����

ξ̇ = A1(t)ξ +B1(t)f(P ξ,λ, t) + B2f0(P ξ, x0, x1,λ, t) + B3µ(t), t ∈ I, ����

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



� ������� ������� ������ � ���������� � � � ��

ξ(t0) = ξ0 = (x0, Om2), ξ(t1) = ξ1 = (x1, c), ����

(x0, x1) ∈ S, d ∈ Γ, P ξ(t) ∈ G(t), t ∈ I, λ ∈ Λ, ����

���

ξ =

(
x(t)
η(t)

)
, A1(t) =

(
A(t) On,m2

Om2,n Om2,m2

)
, B1(t) =

(
B(t)
Om2,m

)
,

B2(t) =

(
In

Om2,n

)
, B3(t) =

(
On,m2

Im2

)
, P = (In, On,m2), P ξ = x,

��� Oj,k � ������� ������� j × k � �������� ����������� Oq ∈ Rq � ������ q × 1 �
�������� ����������� ξ = (ξ1, . . . , ξn, ξn+1, . . . , ξn+m2).

������� ������������� ������ ������� ����� �� � �������� ��������� ������� �
��������� ������� ������������� ��������� ���������� ������� ���� ����

Ku =

t1∫

t0

K(t0, t)u(t)dt = a, ����

��� K(t0, t) = ∥Kij(t0, t)∥, i = 1, n1, j = 1, s1 � ��������� ������� ������� n1 × s �
�������������������� ���������� �� t ��� ������������� t0, u(·) ∈ L2(I, R

s1) � �����
��� �������� I = [t0, t1], a ∈ Rn1 � �������� n1 � ������ �������

������� � ������������ ��������� ���� ��� ����� ������������� a ∈ Rn1 �����
������� ����� � ������ ������ ����� �������

C(t0, t1) =

t1∫

t0

K(t0, t)K
∗(t0, t)dt, ����

������� n1 × n1 �������� ������������ ������������� ��� (∗) � ���� ��������������
����

������� � ����� ������� C(t0, t1) ������������ �� ������� ���� ������������ �����
��������� ����� ����� ������� ������������� ��������� ���� ����� ���

u(t) = K∗(t0, t)C
−1(t0, t1)a+ v(t)−K∗(t0, t)C

−1(t0, t1)

t1∫

t0

K(t0, t)v(t)dt, t ∈ I, ����

��� v(·) ∈ L2(I, R
s1) � ������������ �������� ∈ Rn1 � ����� �������

�������������� ������ �� � ��������� � ������� ��� ��� ���������� ������� �� �
��� ������� ������ ������������� � ������������ ���������� �������� � ������� �
������� ������� ����� ������������ ���������������� ��������� ��������� � ����
����

������ � ���������������� ���������� ���� � �������� ��������� ����� ��������
��� �������� ����������� �������

ẏ = A1(t)y + B1(t)w1(t) + B2w2(t) + µ1(t), t ∈ I, ����

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ���� ����������

y(t0) = ξ0 = (x0, Om2), y(t1) = ξ1 = (x1, c), ����

w1(·) ∈ L2(I, R
m), w2(·) ∈ L2(I, R

m), ����

(x0, x1) ∈ S, d ∈ Γ, ����

��� µ1(t) = B3µ(t), t ∈ I.
����� ������� B(t) = (B1(t), B2) ������� (n + m2) × (m2 + m), � ������ �������

w(t) = (w1(t), w2(t)) ∈ L2(I, R
m+m2). ����� ��������� � ���� ��� ���������� w(·) ∈

L2(I, R
m+m2), ������� ��������� ���������� ������� ���� �� ������ ���������� ������

���� ξ0 � ����� �������� �������� ��������� ξ1, �������� �������� �������������
���������

t1∫

t0

Φ(t0, t)B(t)w(t)dt = a, ����

��� Φ(t0, t) = θ(t)θ−1(τ), θ(t) � ��������������� ������� ������� �������� ����������
������� ζ̇ = A1(t)ζ, ������

a = a(ξ0, ξ1) = Φ(t0, t1)[ξ1 − Φ(t1, t0)ξ0]−
t1∫

t0

Φ(t0, t)µ1(t)dt.

��� ������� �� ����� ���� ������������ ��������� ���� ��������� � ����� ���� �������
K(t0, t) = Φ(t0, t)B(t). ������ ��������� ������������

W (t0, t1) =

t1∫

t0

Φ(t0, t)B(t)B
∗
(t)Φ∗(t0, t)dt

W (t0, t) =

t∫

t0

Φ(t0, τ)B(τ)B
∗
(τ)Φ∗(t0, τ)dt

W (t, t1) = W (t0, t1)−W (t0, t), E(t) = B
∗
Φ∗(t0, t)W

−1(t0, t1),

µ2(t) = −E(t)

t1∫

t0

Φ(t0, t)µ1(t)dt, E1(t) = Φ(t, t0)W (t, t1)W
−1(t0, t1),

E2(t) = Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

µ3(t) = Φ(t0, t1)

t1∫

t0

Φ(t0, τ)µ1(τ)dτ − E(t)

t1∫

t0

Φ(t1, t)µ1(t)dt.

�������� ������� λ1(t, ξ0, ξ1), λ2(t, ξ0, ξ1), N1(t), N2(t) �� ���������

λ1(t, ξ0, ξ1) = E(t)a = T1(t)ξ0 + T2(t)ξ1 + µ2(t),

λ2(t, ξ0, ξ1) = E1(t)ξ0 + E2(t)ξ1 + µ3(t),

N1(t) = −E(t)Φ(t0, t1), N2(t) = −E2(t), t ∈ I.

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



� ������� ������� ������ � ���������� � � � ��

������� � ����� ������� W (t0, t1) > 0. ���������� w(·) ∈ L2(I, R
m+m2) ���������

���������� ������� ���� �� ����� ��������� ����� ξ0 ∈ Rn+m2 � �������� ���������
ξ1 ∈ Rn+m2 ����� � ������ ������ �����

w(t) ∈ W = {w(·) ∈ L2(I, R
m+m2)/w(t) = v(t) + λ1(t, ξ0, ξ1)+

+N1(t)z(t1, v), t ∈ I, ∀v(·) ∈ L2(I, R
m+m2)}, ����

��� ������� z(t) = z(t, v), t ∈ I �������� �������� ����������������� ���������

ż = A1z +B(t)v(t), z(t0) = 0, t ∈ I, v(·) ∈ L2(I, R
m+m2 . ����

������� ����������������� ��������� ����� ��������������� ���������� w(t)∈W,
������������ �� �������

y(t) = z(t) + λ2(t, ξ0, ξ1) +N2(t)z(t1, v), t ∈ I, ����

��������������� ��� ������� �� ������� �� ��� ������������� ������� �����
��������� ��������� ���� ���������� � ����������� ����� �������W (t0, t1)=C(t0, t1)>0,
��� K(t0, t) = Φ(t0, t)B(t). ������ ����������� ���� ��������� � ���� ����� �������
������� ����� ��������������� ���������� ����� ������������ �� ������� ����� ���
z(t) = z(t, v), t ∈ I � ������� ����������������� ��������� ����� ������� ���������

����� � ����� ������� W (t0, t1) > 0� ����� ������� ������ ��� � ��� ����� ���� �
����� ����������� ��������� ������

w(t) = (w1, w2) ∈ W, w1(t) = f(Py(t),λ, t), w2(t) = f0(Py(t), x0, x1,λ, t), ����

ż = A1(t)z + B1(t)v1(t) + B2v2(t), z(t0) = 0, t ∈ I, ����

v(t) = (v1(t), v2(t)), v1(·) ∈ L2(I, R
m), v2(·) ∈ L2(I, R

m2), ����

(x0, x1) ∈ S, λ ∈ Λ, d ∈ Γ, Py(t) ∈ G(t), t ∈ I, ����

��� v(·) = (v1(·), v2(·)) ∈ L2(I, R
m+m2) � ������������ �������� y(t)� t ∈ I ������������

�� ������� �����

��������������� ��� ���������� ����������� ���� � ����� ������� y(t) = ξ(t)0�
t ∈ I, Py(t) = P ξ(t) ∈ G(t), t ∈ I, w(t) = (w1(t), w2(t)) ∈ W. ����� ���������

���������� ��������� ��������������� ������� �������������� �����������

J1(v1, v2, p, d, x0, x1,λ) =

t1∫

t0

[|w1(t)− f(Py(t),λ, t)|2+

+|w2(t)− f0(Py(t), x0, x1,λ, t)|2 + |p(t)− F (Py(t),λ, t)|2]dt =

=

t1∫

t0

F0(t, v1(t), v2(t), p(t), d, x0, x1,λ, z(t), z(t1))dt → ∞

����

��� ��������

ż = A(t)z + B1(t)v1(t) + B2v2(t), z(t0) = 0, t ∈ I, ����

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ���� ����������

v1(·) ∈ L2(I, R
m), v2(·) ∈ L2(I, R

m
2 ), (x0, x1) ∈ S, λ ∈ Λ, d ∈ Γ, ����

p(t) ∈ V (t) = {ω(t) ≤ p(t) ≤ φ(t), t ∈ I}, ����

���

w1(t) = v1(t) + λ11(t, ξ0, ξ1) +N11(t)z(t1, v), t ∈ I, ����

w2(t) = v2(t) + λ12(t, ξ0, ξ1) +N12(t)z(t1, v), t ∈ I, ����

N1(t) = (N11(t), N12(t)), λ1(t, ξ0, ξ1) = (λ11(t, ξ0, ξ1),λ12(t, ξ0, ξ1)).

��������� �����

X = L2(I, R
m+m2)× V (t)× Γ× S × Λ ⊂ H = L2(I, R

m)× L2(I, R
m2)×

×L2(I, R
r)×Rm1 ×Rn ×Rn ×Rs, J∗ = inf

θ∈X
J(θ),

θ = (v1, v2, p, d, x0, x1,λ) ∈ X, X∗ = {θ∗ ∈ X/J(θ∗) = 0}.

������� � ����� ������� W (t0, t1) > 0, X∗ ̸= ∅, ∅ � ������ ���������� ��� �����
����� ������� ������ ��� � ��� ����� �������� ���������� � ����������� ����� ����
����� J(θ∗) = 0 = J∗, ��� θ∗ = (v∗1, v

∗
2, p∗, d∗, x

∗
0, x

∗
2,λ∗) ∈ X � ����������� ����������

��� ������ ���� � �����
���� J∗ = J(θ∗) = 0, �� �������

x∗(t) = P [z(t, v∗1, v
∗
2) + λ2(t, ξ

∗
0 , ξ

∗
1) +N2(t)z(t1, v

∗
1, v

∗
2)], t ∈ I

������� ������� ������ ��� � ���� ���� J∗ > 0, �� ������� ������ ��� � ��� �� �����
��������

��������������� �������������� ����� ������� ������ ��� � ��� ����� ��������
������ ��� ������� �� ����� �� �������� w∗

1(t) = f(Py∗(t),λ∗, t), w∗
2(t) = f0(Py∗(t), x∗

0, x
∗
1,

λ∗, t), ��� w∗(t)=(w∗
1(t), w

∗
2(t))∈W, y∗(t), t∈I ������������ �� ������� ����� ξ∗0=(x∗

0, Om2),
ξ∗1 = (x∗

1, c∗), c∗ = (cj − d∗j), j = 1,m1; cj, j = m1 + 1,m2. ��������� Py∗(t) ∈ G(t), t ∈ I
����������� ����� ��� p∗(t)=F (Py∗(t),λ∗, t), t∈I, ��� ω(t)≤p∗(t)=F (Py∗(t),λ∗, t)≤φ(t),
t∈I. �������������� �������� J(θ∗) = 0. ������������� ���������

�������������� ����� J(θ∗) = 0. ��� �������� ����� � ������ ������ ����� w∗
1(t) =

f(Py∗(t),λ∗, t), w∗
2(t) = f0(Py∗(t), x∗

0, x
∗
1,λ∗, t), p∗(t) = F (Py∗(t),λ∗, t), (x∗

0, x
∗
1) ∈ S, v∗1(·) ∈

L2(I, R
m), v∗2(·) ∈ L2(I, R

m
2 ). ������������� ��������� ������� ���������

������� �� ������� ������ ��� � ��� � ������ ���� � ���� ���������� ���������
�����������

�� ��������������� ������

���������� ������� ��������������� ������ ���� � ����� �������� ��� �������

F0(t, v1, v2, p, d, x0, x1,λ) = |w1(t)− f(Py(t),λ, t)|2 + |w2(t)− f0(Py(t), x0, x1,λ, t)|2+
+|p(t)− F (Py(t),λ, t)|2 = F0(t, q), q = (θ, z, z),

��� w1, w2 ������������ ��������� ����� ���� ��������������� �������

y = z + λ2(t, x0, x1, d) +N2(t)z, Py = x.

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



� ������� ������� ������ � ���������� � � � ��

������� � ����� ������� W (t0, t1) > 0� ������� F0(t, q) ���������� � ����������
��������������� �� q = (θ, z, z), � ��������� ��������� ��������

|F0z(t, θ +∆θ, z +∆z, z +∆z)− F0z(t, θ, z, z)| ≤ L(|∆z|+ |∆z|+ |∆θ|),

|F0z(t, θ +∆θ, z +∆z, z +∆z)− F0z(t, θ, z, z)| ≤ L(|∆z|+ |∆z|+ |∆θ|),
|F0θ(t, θ +∆θ, z +∆z, z +∆z)− F0θ(t, θ, z, z)| ≤ L(|∆z|+ |∆z|+ |∆θ|),

∀θ ∈ Rm+m2+r+m1+2n+s, ∀z ∈ Rn+m2 , ∀z ∈ Rn+m2 .

����� ���������� ���� ��� �������� ���� � ���� ���������� � �������������� ��
����� � ����� ����� θ ∈ X, ������

J ′(θ) = (J ′
v1
(θ), J ′

v2
(θ), J ′

p(θ), J
′
d(θ), J

′
x0
(θ), J ′

x1
(θ), J ′

λ(θ)) ∈ H,

���

J ′
v1
(θ) = F0v1(t, q)− B∗

1(t)ψ(t), J ′
v2
(θ) = F0v2(t, q)− B∗

2ψ(t), J ′
p(θ) = F0p(t, q),

J ′
d(θ) =

t1∫
t0

F0d(t, q)dt, J ′
x0
(θ) =

t1∫
t0

F0x0(t, q)dt, J ′
x1
(θ) =

t1∫
t0

F0x1(t, q)dt,

J ′
λ(θ) =

t1∫
t0

F0λ(t, q)dt, q = (θ, z(t), z(t1)),

����

������� z(t), t ∈ I � ������� ����������������� ��������� ���� ��� v1(·) ∈ L2(I, R
m),

v2(·) ∈ L2(I, R
m2), � ������� ψ(t), t ∈ I � ������� ����������� �������

ψ̇ = F0z(t, q(t))− A∗
1(t)ψ, ψ(t1) = −

t1∫

t0

F0z(t1)(t, q(t))dt. ����

����� ����� �������� J ′(θ), θ ∈ X ������������� ������� �������

∥J ′(θ1)− J ′(θ2)∥ ≤ K∥θ1 − θ2∥, ∀ θ1, θ2 ∈ X, ����

��� K > 0 � ���������� ��������

��������������� ����� θ, θ + ∆θ ∈ X, ��� ∆θ = (∆v1,∆v2,∆p,∆d,∆x0,∆x1,∆λ).
����� ��������� ���

∆ż = A1(t)∆z + B1(t)∆v1 + B2∆v2, ∆z(t0) = 0,

���������� �����������

∆J = J(θ +∆θ)− J(θ) =< J ′
v1
(θ),∆v1 >L2 + < J ′

v2
(θ),∆v2 >L2 + < J ′

p(θ),∆p >L2 +

+ < J ′
d(θ),∆d >Rm1

+ < J ′
x0
(θ),∆x0 >Rn + < J ′

x1
(θ),∆x1 >Rn + < J ′

λ(θ),∆λ >Rs +

+R, R =
7∑

i=1

Ri,

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ���� ����������

��� |R| ≤ c∗∥∆θ∥2X , |R|/∥∆θ∥X → 0 ��� ∥∆θ∥X → 0, c∗ = const > 0.
������ ������� ����������� ����� ��� ψ(t), t ∈ I � ������� ��������� �����
����� θ1 = (v1 + ∆v1, v2 + ∆v2, p + ∆p, d + ∆d, x0 + ∆x0, x1 + ∆x1,λ + ∆λ) ∈ X,

θ2 = (v1, v2, p, d, x0, x1,λ). ���������

|J ′(θ1)− J ′(θ2)| ≤ c0|∆q(t)|+ c1|∆ψ(t)|+ c2∥∆θ∥,

∆ψ̇ = [F0z(t, q +∆q)− F0z(t, q)]− A∗
1(t)∆ψ,

∆ψ(t1) = −
∫

[F0z(t1)(t, q +∆q)− F0z(t1)(t, q)]dt,

�� ����� ������ ∥∆q∥ ≤ c3∥∆θ∥, |∆ψ(t)| ≤ c4∥∆θ∥. �����

∥J ′(θ1)− J ′(θ2)∥2 =
t1∫

t0

|J ′(θ1)− J ′(θ2)|2dt ≤ K∥∆θ∥2.

������� ���������
��������� ����������� ���� � ����� ������ ������������������ {θn} = {v1n, v2n, pn, dn,

x0n, x1n,λn} ⊂ X �� ��������� ���������

v1n+1 = v1n − αnJ
′
v1
(θn), v2n+1 = v2n − αnJ

′
v2
(θn),

pn+1 = PV [pn − αnJ
′
p(θn)], dn+1 = PΓ[dn − αnJ

′
d(θn)],

x0n+1 = PS[x0n − αnJ
′
x0
(θn)], x1n+1 = PS[x1n − αnJ

′
x1
(θn)],

λn+1 = PΛ[dn − αnJ
′
λ(θn)], n = 0, 1, 2, . . . ,

����

��� 0 < αn =
2

K + 2ε
, ε > 0, K > 0 � ���������� ������� �� ����� ������ ���������

�����������

M0 = {θ ∈ X/J(θ) ≤ J(θ0)}, X∗∗ = {θ∗∗ ∈ X/J(θ∗∗) = inf
θ∈X

J(θ)},

��� θ0 = (v10, v20, p0, d0, x10, x20,λ0) ∈ X � ��������� ����� ������������� �������� �����

������� � ����� ��������� ������� ������� �� ���������� J(θ), θ ∈ X ����������
������ ������������������ {θn} ⊂ X ������������ �� ������� ����� �����

1) J(θn − J(θn+1) ≥ ε∥θn − θn+1∥2, n = 0, 1, 2, . . . ; ����

2) lim
n→∞

∥θn − θn+1∥ = 0. ����

��������������� ��� ��� θn+1 �������� ��������� ����� θn−αnJ
′(θn), �� < θn+1−

θn + αnJ
′(θn), θn − θn+1 >H≥ 0, ∀θ, θ ∈ X. ������� � ������ ����� ��� J(θ) ∈ C1,1(X),

�������

J(θn)− J(θn+1) ≥
(

1

αn

− K

2

)
∥θn − θn+1∥2 ≥ ε∥θn − θn+1∥2.

�������������� �������� ������������������ {J(θn)} ������ �������� � ����� �����
������� ����� ��������� ���� ������� �� �������������� ����� ����������� J(θ), θ ∈ X.
�������� ��� J(θ) > 0, ∀θ, θ ∈ X. ������� ���������

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



� ������� ������� ������ � ���������� � � � ��

������� � ����� ��������� ������� ������� �� ��������� M0 � ���������� � ���
������� �����������

< F0q(t, q1)− F0q(t, q2), q1 − q2 >RN≥ 0, ∀q1, q2 ∈ RN ,
N = m+m2 + 2n+ s+m1 + r + 2(n+m2).

����

������
�� ��������� M0 � ����� ������������ X∗∗ ̸= ∅, ∅ � ������ ����������
�� ������������������ {θn} �������� ��������������� ����

lim
n→∞

J(θn) = J∗ = inf
θ∈X

J(θ);

�� ������������������ {θn} ⊂ M0 ����� �������� � ����� θ∗∗ ∈ X∗∗;
�� ����������� ��������� ������ �������� ����������

0 ≤ J(θn)− J∗ ≤
c1
n
, c1 = const > 0, n = 1, 2, . . . ;

�� ������� ������ ��� � ��� ����� ������� ����� � ������ ������ �����

lim
n→∞

J(θn) = J∗ = inf
θ∈X

J(θ) = J(θ∗∗) = 0;

�� ���� J(θ∗∗) = 0, ��� θ∗∗ = θ∗ = (v∗1, v
∗
2, p∗, d∗, x

∗
0, x

∗
1,λ∗) ∈ X∗, �� ������� �������

������ ��� � ��� �������� �������

x∗(t) = Py∗(t), y∗(t) = z(t, v∗1, v
∗
2) + λ2(t, ξ

∗
0 , ξ

∗
1) +N2(t)z(t1; v

∗
1, v

∗
2), t ∈ I.

�� ���� J(θ∗∗) > 0, �� ������� ������ ��� � ��� ��� ����� ��������

��������������� �� ������� ��� �������� ��� ���������� J(θ) ∈ C1,1(X) ��������
��������� ������ ����������� ������� ������� �� ����� ��� M0 � ������������ ���
������ ��������� ��������� �� ������������� �������� ������������ H, � ����� ��
������ ����������������� ����� ����������� J(θ) �� ����� ������������ ���������
M0. ������ ����������� ������� �� ������ J(θn)−J(θn+1) ≥ ε∥θn−θn+1∥2, n = 0, 1, 2, . . . .
������ ����� J(θn+1) < J(θn), ∥θn − θn+1∥ → 0 ��� n → ∞, {θn} ⊂ M0. ����� �� ���
�������� ����������� J(θ), θ ∈ M0 �������� ��� {θn} ��������������� ������ ������
������ ������� �� ������ �������������� ��������� M0, {θn} ⊂ M0. ������ ��������
���������� ������� �� ����������� J(θn) − J(θ∗∗) ≤ c1∥θn − θn+1∥. ����������� ��� ��
������� �� ������� �� ������� ���������

�������� ��� ���� f(x,λ, t), f0j(x, x0, x1,λ, t), j = 1,m2, F (x,λ) � �������� �������
������������ ���������� (x, x0, x1,λ), �� ���������� J(θ) �������� ���������

�� ������� ������ ��������������� �� �������

���������� ������ ��������������� ����� ����� ��������� a21 =
q(t)

p(t)
, a22 = − ṗ(t)

p(t)
,

α = (α1,α2), β = (β1, β2), b22(t) =
r(t)

p(t)
. ������ ��������� ���� � ������� ������� ����

��������� � ����

ẋ1 = x2, ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + b22(t)λx1, αx0 = 0, βx1 = 0, t ∈ I = [t0, t1].

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ���� ����������

����� � ��������� ����� ������ ����� ���� ����� ���

ẋ = A(t)x+ B(t)λx1, t ∈ I = [t0, t1], αx0 = 0, βx1 = 0, ����

���

A(t) =

(
0 1

a21(t) a22(t)

)
, B(t) =

(
0

b22(t)

)
, x =

(
x1

x2

)
, x0 =

(
x10

x20

)
, x1 =

(
x11

x21

)
.

����� ������ ������� ��������� ����� ����� λ ∈ Λ = {λ ∈ R1/γ ≤ λ ≤ δ}, ��� γ, δ �
�������� ������ ��������� ��� ������� ������� t0, t1, t1 > t0 � ������������� ������

��� ������� ������� µ(t) ≡ 0, f(x,λ, t) ≡ λx1, f0 ≡ 0, F ≡ 0, t ∈ I. ����� ξ(t) = x(t),
t ∈ I, A1(t) = A(t), B1(t) = B(t), B2 = 0, B3 = 0. �������������� �������� �����������
������� ���� ��������� � ����

ẏ = A(t)y + B(t)w1(t), y(t0) = x0, y(t1) = x1, w1(·) ∈ L2(I, R
1). ����

������� ����������������� ��������� ���� ����� ���

y(t) = Φ(t, t0)y(t0) +

t∫

t0

Φ(t, τ)B(τ)w1(τ)dτ, t ∈ I.

��� ��� y(t1) = x1, y(t0) = x0, �� ������������ ��������� ���� ��� ������� �������
��������� ���

t∫

t0

Φ(t0, t)B(t)w1(t)dt = a = Φ(t0, t1)[x1 − Φ(t1, t0)x0], ����

��� Φ(t, τ) = θ(t)θ−1(τ), θ(t) � ��������������� ������� ������� �����������������
��������� ζ̇ = A(t)ζ. ��� ��� θ̇ = A(t)θ, t ∈ I, θ(t0) = I2, ��� I2 � ��������� �������
������� 2×2, �� �������� ������� θ(t), t ∈ I �������� ��������� ����������������
���������

θ̇11(t) = θ21(t), θ11(t0) = 1; θ̇12(t) = θ22(t), θ12(t0) = 0; θ̇21(t) = a21(t)θ11(t)+

+a22(t)θ21(t), θ21(t0) = 0; θ̇22(t) = a21(t)θ12(t)+
+a22(t)θ22(t), θ22(t0) = 1.

����

�� ������� ���������������� ��������� ���� ����� ���� ������� �������� ����
���� θ(t) = ∥θij(t)∥, i, j = 1, 2. �������� �������

θ−1(τ) =
1

∆(τ)

(
θ22(τ) −θ12(τ)
−θ21(τ) θ11(τ)

)
, ∆(τ) = θ11(τ)θ22(τ)− θ12(τ)θ21(τ).

�������� ��� Φ(t0, t) = θ(t0)θ
−1(t) = θ−1(t). ���������

Φ(t0, t)B(t) =
1

∆(t)

(
−θ12(t)b22(t)
θ11(t)b22(t)

)
,

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



� ������� ������� ������ � ���������� � � � ��

�� �������

W (t0, t1) =

t1∫

t0

Φ(t0, t)B(t)B∗(t)Φ∗(t0, t)dt =

(
W11(t0, t1) W12(t0, t1)
W12(t0, t1) W22(t0, t1)

)
,

���

W11(t0, t1) =

t1∫

t0

1

∆2t
θ212(t)b

2
22(t)dt, W12(t0, t1) =

t1∫

t0

1

∆2t
θ11(t)θ12(t)b

2
22(t)dt,

W22(t0, t1) =

t1∫

t0

1

∆2t
θ211(t)b

2
22(t)dt, W12(t0, t1) = W21(t0, t1).

�������� �������

W−1(t0, t1) =
1

∆1(t0, t1)

(
W22(t0, t1) −W12(t0, t1)
−W12(t0, t1) W11(t0, t1)

)
=

(
W 11(t0, t1) W 12(t0, t1)
W 12(t0, t1) W 22(t0, t1)

)
,

��� ∆1(t0, t1) = W11(t0, t1)W22(t0, t1)−W 2
12(t0, t1). �������

W (t, t1) =

(
W11(t, t1) W12(t, t1)
W12(t, t1) W22(t, t1)

)
, W (t0, t) =

(
W11(t0, t) W12(t0, t)
W12(t0, t) W22(t0, t)

)
,

��� W 11(t0, t1) =
1

∆1(t0, t1)
W22(t0, t1), W 12(t0, t1) = − 1

∆1(t0, t1)
W12(t0, t1), W 22(t0, t1) =

1

∆1(t0, t1)
W11(t0, t1). ����� ��������� ��� W (t0, t1) = W ∗(t0, t1) > 0.

��� ��� ������� a, E(t) �����

a = Φ(t0, t1)x1 − x0 = θ−1(t1)x1 − x0 =



−x10 +

1

∆(t1)
θ22(t1)x11 −

1

∆(t1)
θ12(t1)x12

−x20 +
1

∆(t1)
θ21(t1)x11 −

1

∆(t1)
θ11(t1)x12


 ,

E(t) = B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1) =

1

∆(t)
(−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t);

−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)),

��

λ1(t, x0, x1) = E(t)a = T11(t)x10 + T12x20 + T21(t)x11 + T22(t)x12, ����

���

T11(t) =
1

∆(t)
[W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t)−W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)],

T12(t) =
1

∆(t)
[W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t)−W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)],

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ���� ����������

T21(t) =
θ22(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]+

+
θ21(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]

T22(t) = − θ12(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]−

− θ11(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]

������� N1(t) ������� 2× 1 �����

N1(t) = −E(t)Φ(t0, t1) = −E(t)θ−1(t1) =

=




θ22(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]+

− θ12(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]−

+
θ21(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]

− θ11(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]


 =

=

(
N11(t)
N12(t)

)
, t ∈ I.

����

����� ������� ���� ����� �����

w1(t) = v1(t) + λ1(t, x0, x1) +N1(t)z(t1, v1) = v1(t) + T11(t)x10 + T12(t)x20+
+T21(t)x11 + T22(t)x12 +N11(t)z1(t1, v1) +N12(t)z2(t1, v1), t ∈ I,

����

��� ������� z(t) = z(t, v1), t ∈ I � ������� ����������������� ���������

ż = A(t)z + B(t)v1(t), z(t0) = 0, t ∈ I, v1(·) ∈ L2(I, R
1). ����

����������� ����� ����������� ������� E1(t), E2(t), N2(t) :

E1(t) = Φ(t, t0)W (t, t1)W
−1(t0, t1) = θ(t)W (t, t1)W

−1(t0, t1) =

=

(
e11(t) e12(t)
e21(t) e22(t)

)
, E2(t) = Φ(t, t0)W (t0, t)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1) =

= θ(t)W (t0, t)W
−1(t0, t1)θ

−1(t1) =

(
c11(t) c12(t)
c21(t) c22(t)

)
, N2(t) = −

(
c11(t) c12(t)
c21(t) c22(t)

)
.

����� �������

y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
=

=

(
z1(t, v1) + e11(t)x10 + e12x20 + c11(t)x11 + c12(t)x12−
z2(t, v1) + e21(t)x10 + e22x20 + c21(t)x11 + c22(t)x12−

−c11(t)z1(t1, v1)− c12(t)z2(t1, v1)
−c21(t)z1(t1, v1)− c22(t)z2(t1, v1)

)
.

����

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



� ������� ������� ������ � ���������� � � � ��

������ ��������������� ������ ���� ��� ������� ������� ��������� � ����� �����
���������� ����������

J(v1, x10, x20, x11, x12,λ) =

t1∫

t0

|w1(t)− λy1(t)|2dt =

=

t1∫

t0

|v1(t) + T1(t)x0 + T2(t)x1 +N1(t)z(t1, v1)− λ[z1(t, v1) + e1(t)x0+

+c1(t)x1 +N21(t)z(t1, v1)]|2dt =
t1∫

t0

F0(t, q)dt → inf

����

��� ��������

ż = A(t)z + B(t)v1(t), z(t0) = 0, t ∈ I, ����

v1(·) ∈ L2(I, R
1), x0 ∈ S0, x1 ∈ S1, λ ∈ Λ, ����

��� T1(t) = (T11(t), T12(t)), T2(t) = (T21(t), T22(t)), e1(t) = (e11(t), e12(t)), c1(t) = (c11(t), c12(t)),
N31(t) = (−c11(t),−c12(t)), S0 = {x0 ∈ R2/αx0 = 0}, S1 = {x1 ∈ R2/βx1 = 0}, S0 × S1 =
S ⊂ R4, q = (v1, x0, x1,λ, z(t), z(t1)).

������� w1(t), y1(t), t ∈ I ������������ ��������� ����� ����� ������� z(t), t ∈
I � ������� ����������������� ��������� ����� �������� ��� θ(v1, x0, x1,λ) ∈ X =
L2(I, R

1)× S0 × S1 × Λ ⊂ H = L2(I, R
1)× R2 ×R2 ×R1,

�������

F0(q, t) = |v1(t) + T1(t)x0 + T2(t)x1 +N1(t)z(t1, v1)− λ[z1(t, v1) + e1(t)x0+

+c1(t)x1 +N21(t)z(t1, v1)]|2, N21(t) = (−c11(t),−c12(t)).

������� �����������

F0(t, q) = 2w1(t), w1(t) = v1(t) + T1(t)x0 + T2(t)x1 +N1(t)z(t1, v1)−

−λ[z1(t, v1) + e1(t)x0 + c1(t)x1 +N21(t)z(t1, v1)],

F0x0(t, q) = [2T ∗
1 (t)− 2λe∗1(t)]w1(t),

F0x1(t, q) = [2T ∗
2 (t)− 2λc∗1(t)]w1(t),

F0z1 = −2λw1(t), F0z2(t, q) = 0, F0z1(t, q) = [2N ∗
1 − 2λN∗

21(t)]w1(t),

F0z(t, q) =

(
−2λw1(t)

0

)
, F0λ(t, q) = −2[z1(t) + e1(t)x0 + c1(t)x1 +N21(t)z(t0, v1)]w1(t).

�������� ������� ����� ����������� ����� ����������� ���� ��� �������� �����
���� ������������ �� �������

J ′(θ) = (J ′
v1
(θ), J ′

x0
(θ), J ′

x1
(θ), J ′

λ(θ)) ∈ H,

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ���� ����������

���

J ′
v1
(θ) = F0v1(t, q)− B∗(t)ψ(t), J ′

x0
(θ) =

t1∫

t0

F0x0(t, q)dt,

J ′
x1
(θ) =

t1∫

t0

F0x1(t, q)dt, J
′
λ(θ) =

t1∫

t0

F0λ(t, q)dt.

������� z(t, v1), t ∈ I � ������� ����������������� ��������� ����� � ������� ψ(t),
t ∈ I � ������� ����������� �������

ψ̇ = F0z(t, q)− A∗(t)ψ, ψ(t1) =

t1∫

t0

F0z(t1)(t, q)dt. ����

��� ������� ������� ��������� ���� ����� ���

ż1 = z2, ż2 = a21(t)z1 + a22(t)z2 + b22(t)v1(t), z1(t0) = 0, z2(t0) = 0.

��������� ���� ��������� � ����

ψ̇1 = −2λw1(t)− a21(t)ψ2, ψ̇2 = −ψ1 − a22(t)ψ2, ψ(t1) =

(
ψ1(t1)
ψ2(t1)

)
= −

t1∫

t0

F0z(t1)(t, q)dt.

��� ������� �� ������� ����� ��� ������� ������� ������������������ {θn} =
{v1n, x0n, x1n,λn} ⊂ X, ���

v1n+1 = vn − αnJ
′
v1
(θn), x0n+1 = PS0 [x0n − αnJ

′
x0
(θn)],

x1n+1 = PS1 [x1n − αnJ
′
x1
(θn)],

λn+1 = PΛ[λn − αnJ
′
λ(θn)], n = 0, 1, 2, . . . , α0 > 0

����

������� ��������� ����

x0n+1 = PS0 [x0n − αnJ
′
x0
(θn)] = [x0n − αnJ

′
x0
(θn)]−

α∗α

|α|2 [x0n − αnJ
′
x0
(θn)],

x1n+1 = PS1 [x1n − αnJ
′
x1
(θn)] = [x1n − αnJ

′
x1
(θn)]−

β∗β

|β|2 [x1n − αnJ
′
x1
(θn)],

λn+1 = PΛ[λn − αnJ
′
λ(θn)] =





γ, ���� λn − αnJ
′
λ(θn) < γ

λn − αnJ
′
λ(θn), ���� γ ≤ λn − αnJ

′
λ(θn) ≤ δ,

δ, ���� λn − αnJ
′
λ(θn) > δ.

����� ������������������ (θn) ⊂ X, ������������ �� ������� ���� �������� ������
������������� {J(θn)} ������ �������� J(θ) ≥ 0, ∀θ, θ ∈ X. ���� v1n → ��v1∗, x0n → x∗

0,
x1n → x∗

1, λn → λ∗ ��� n → ∞ � �������� J(θ∗) = 0, ��� θ∗ = (v1∗, x∗
0, x

∗
1,λ∗), �� �����

���� ������ ��������������� �������� ������� x∗(t) = y∗(t) = z(t, v1∗) + E1(t)x
∗
0 +

E2(t)x
∗
1 +N2(t)z(t, v

∗
1), t ∈ I ��������������� �������� λ∗ ∈ Λ.

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����
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�� ����������

���������� ����� ������� ������� ������ � ���������� ��� ������������ ������
����������� ��������� ��� ������� ������� � ������������ ������������ �������
������������� �������� ������� ����������� ���� �������� ���������� ������� �
���� ��� �������� ������� ������ � ���������� ��� ������� ������� � ������������
����������� ���������� �� ������������ ��������� ������ ������������ �����������
����� ������ ���� ��������� ��������� ���������� ������ ������� ������ ������
������������ ��������� ���������� ������� ����� ������������� ������� �������
������ � ���������� � ������������� ������� � ���������� �������������� ������
������������� � ����������� �������� ������ ����� ������������

� �������� ������� ��������� ������� ������ ���������������� � ����� ����
��� ��������������� ������ ���� � ���� ����� ����� ����������� ��������� �������
{θ∗} ⊂ X, ��� ������� J({θ∗}) = 0. � ����������� �� ������ ���������� ���������
��� �������������� ������������������ �������� � ����������� �������� ���������
{θ∗}. ����� θ∗ = (v1∗, x∗

0, x
∗
1,λ∗), ��� J(θ∗) = 0 � ��������� �������� ����� x∗

0 = x(t0),
x∗
1 = x(t1), (x

∗
0, x

∗
1) ∈ S0 × S1 = S, λ∗ ∈ Λ,��� x∗

0 � ��������� ��������� �������� �
���������� ������ ��������� ���������� ���� ���� ���������� �� ������ ����� ����
�������������� ��������� ��� ��� ���������� ������� ��������� ������ ���� ����
�� ������������ �������� �������������� ���������������� ��������� ��� � �������
��� ���������� x∗

0 = x(t0) ��� λ = λ∗ ∈ Λ ����� ������������ ������� ��� ��������
t ∈ [t0, t1]. ����� ����� x∗

1 = x(t1) � ��������� ��� ����������� ��� � ���� ���������� ��
����� ����� ������� ���������� ������������ ����������� � ������� J(θ∗) = 0, �������
��������������� ������� ������� ������ ��� � ����

�������������� ������� ������������� ������ ������� � ���� ��� ������������
� ���������� ������� ������� ������ � ���������� � ������������� �������� ���
������ ����� ���������� �������������� �������������������� ��������������� ��
���������� ������������ �������� ������������ � ���������� ������� ������� �����
�� ������������ ����� ������� ��������������� ������ ���� � ����� ��� lim

n→∞
J(θn) =

inf
θ∈X

J(θ) = 0 ���� ������� ������������� � ����� ���������� ����� ������������������

{θm} ������ θ∗ ������������ ������� ������� �������

����������

��� ������� ���� ���� ������ ����������� �� �� �� �� ���� ������ � ��� ������ ����� ��� ��

��� ������� ����� ��������� ����� ��������� ���� ���������������� ���������� � ��� ������ ����� ��� ��

��� ������ ���� � ��������� ������� ������� ��� ������ ���� ��������� ������� �������� �� ����������������
���������� ����� �� ��� � ��� �� ����������

��� ���������� ����� ����� ���� ������ � ������� ����������� � ������������� ����������� �������� ��� �����
������� �������������� ��������� ������� �������� �� ���������������� ���������� �� ��� � �� �� ����������

��� ����� ����� ������� ���� � ����������� �� ����������� �������� ����������� ��������� ���������������
� �������� �������� ���������� �� ������������� ���������� �� ���������������� ���������� �� ��� � �� ��
����������

��� ���������� ���� ������������� ��������� ������� ���������������� ��������� �� ���������������� ������
���� ����� ����� ��� �� ����������

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����
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��� ���������� ���� ����� ������� ������ ������ ������������ ��������� �� �������������� ������� � ����� � ����
��������

��� ���������� ����� ��������� ���� ������������ � �������������� ��������� ������������ �������������� �����
������ � ������������ ������������ ��������� �������������� ������� ��������������� ����� ����� ��� ��������

��� ���������� ����� ������������� ���� �� ����������� ���������� ��������� ��������� � �������� ���������
�������� � ������������� �� ���������������� ���������� ����� ����� ��� ����������

���� ���������� ����� ������������� ���� ����������� ���������� ������������ ������� ��������� ��������
���������� �������� ���������� ������ ������

���� ���������� ����� ����������� ����� �������� ���� ������� ���������� ��� ������� ����� ������������
���������������� ��������� �� �������������� ������� ����� ����� ������� �� �����

���� ���� ����������� ���� ������������ ���� �������� � ������� ������ ������������ ���������������� �������

���� � ���� ���������� ������� ������ ���� ����� ����� ���� ����� ������� �� �����

����������

��� ������� ���� ���� �������� ����������� �� �� ��� �� ���� ������ � ��� ������ ����� ��� ��

��� ������� ����� �������� ����� ��������� ���� ���������������� ����������� � ��� ������ ����� ��� ��

��� ������ ����� � ���������� �������� �������� ���� ������ ���� ��������� ������� ��������� �� ����������������
����������� ����� �� ��� �� ��� �� ����������

��� ���������� ����� ������ ���� ������� � �������� ������������ � �������������� ������������ ���������� ����
����������� �������������� ���������� ������� ��������� �� ���������������� ����������� �� ��� �� �� �� ����������

��� ����� ����� ������� ���� � ������������� �� ������������ ���������� ����������� ��������� ����������������� �
��������� ��������� ������������� �� ������������ ���������� �� ���������������� ����������� �� ��� �� �� �� ����������

��� ���������� ���� ������������� ��������� �������� ���������������� ��������� �� ���������������� ���������� ����� �� ���
�� �� �� ����������

��� ���������� ���� ������� �������� ������ ������ ������������ ��������� �� ��������������� �������� � ����� � �� ��
�� �������

��� ���������� ����� ��������� ���� ������������ � ��������������� ���������� ������������� ��������������� ���������� �
�������������� ������������ ��������� ��������������� �������� �������������� ����� �� ��� �� �� �� ������

��� ���������� ����� ������������� ���� �� ���������� ���������� ���������� ��������� � ��������� ��������� ��������� �
��������������� �� ���������������� ����������� ����� �� ��� �� �� �� ��������

���� ���������� ����� ������������� ���� ���������� ���������� ������������� ������� ��������� �������� ����������
�������� ����������� ������ ���� ��

���� ���������� ����� ����������� ����� ��������� ����� �������� ������������ ���� �������� ������ ��������������
���������������� ��������� �� ��������������� �������� ����� �� ��� �� ������ �� �����
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