
�������������� ������� ������ ������������ ��������� ��� ���������� ��������� ������ � � � ��

��� �������

����������� ∗� �����������

�������������� ��������������� ����������� ����� ������ ���� ���������� ����������

�� ���������
∗ ������� ����������������

�������������� ������� ������ ������������ ��������� ��� ����������

��������� ������

� ������ ������ ��������������� ��������� ����� ����� ������������ ���������� � ����

����������� �������� �������� ����������� �� ���������� ��������� ������� ��� ������

������� � ��������������� ������������� � ����� �������� ����������� �������� ������

���� �� ����������� ����� ������������ ����� �������� ��� ������� ������ �� ������� ����

����� ���������� ������ ��������� ������ ������������ ���� ������������ � �� �������

���� �������� ���������� ������ ����� ������������� ���������� ����������� ���������

� �������� ��������������� ������������ ����� �������� ������ ���������� � ����������

�������� � ����� ������� ������������ ������ ������ �� ������ ������� � �������� ���

������������ ��������� ��� ��������������� ������ ������������� ������ ��������������

���� ������ ������������ ���������� � ������������ ��������� �������� ������� ���������

� ��������������� � ���������� ������ ������������� ������������� �������� ����������

������������� ������ ������������� ������� � ���������� ���������� ����� ����������

����� ���� �� ��������� �� ����� �� ������� ����� �������� ������ ����������� ���������

��������� ������������� ������������ ���������� ���� ������ ������������ ���������� �

��������� ���������� �������� ���� ������ ��������� �� ���� ������� �� ��������� ���

���� � ������ ����������� ������ ������������ ��������� ��� ��������� ������� ������

���� ��������� ������������ ������� �������������� ������� ��������������� ������ ���

���������� ����������

�������� ������ ������������ ���������� ��������� ������� ������������� ����������

������ �������� ��������� �������� �������� ���������� �������

������� ����� ������ ����
���������� ������� �� �������� ��� �������� �������� �������

��� ��� ������ ������

�� ���� ������� ��� ��������� ����� �� �������� �������� �������� �� ����������� ����� ��� ��������

��������������� ������ �� ��� ��������� �� ���� ��� �� ������� ����� �������� ��� ���������� ����

������� ������������� �� ����� �� ����� ��� �������� ����� ���������� ��� �������� ���������� ���

���� �� ����� �������� ����� ��� ���������� ������� �� ����� ������� ��� �������� �� ���������

��� ���� ���������� ��� ���� �� �������� �� �� ��������� ��� ������������ �� �������� ����������

������ ��� ����� ��������� �� ��������� ������������� ���������� ���� ���� �� ������������� ��

������� ������ ��� ���� ����� ���������� �� ���� ��������� �� ��� ������� ���� �� ������� �����

����� ������� ������ �� � ���� ��� �������������� ��������� �� �� ����� ���� ���������� �������

�� ������������������� ���� �������������� �� �������� ��� �������� �������� �������� �� ��������

�������� ���� �������� ��� �������� ������� �� ��� ������������ ������������ ��� ��������������

������� �� ����� ������������ ��� ��������� � ����� ��� ��������� ������������ ���������� ����

��� ���������� �������� ����� ��� ����� ���� ��� ������ �� ����� �� ��� ���� ����� �������������

������� �� ������� ������������ ��� ��� ���������� ��������� �� ���� �������� �� �������� ��������

�������� �� ���� ����� �� �� �������� �� ��������� ��� �������� �� ��� ��������� �� ���� �������� �� ���

�� ���� ���� ���� ��� �������� �������� ������� �� ������� �� ���� ����� ��� �������� ����������

������� �� ������ ��� ��� ���������� �������� �������� ��������

��� ������ �������� ��������� ������ ������� ���������� ����������� ��������� ��������� �������

��������� ��������� ��������

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ������������ �����������

������������ ������������
�������� ����� ���� ����������� ���������

����� ��������� ����������

��� �������� ����������� ��������� ����������� ������ ����� �������������� ������� ���

�������� ����� ������� ������� ����������� ������ �������� ��������� ������� �������

����� ��� ������� ������������ �������� ���������� ����� ����������� ���������������

����������� ���������������� �������� ������ ���� ��������� ������� ���� ��� ������

�� ���������� ����������� ����� ������� ���� �������� ��������� ��� ������� �����

������ ����������� ��������� ������� ������� � �������� ������������� ������� ���������

��� ������������ ������ ��������������� ���������� ��������� �������������� �����

���� �������� ����� ���������������� ������� ����������� ������� ����������� �������

��� ���� ������ �������� ��������������� ����������� ������������������� ���������

�������� ����� ����������� ��������� ����� ����� �������� ������������ ������� ���������

��� ��������� ���������� ���������� �������������� ���������������� �������� ������������

���������� ��������� �������� ������ ������� ���������� ������� ������� ���������� ����

�� ������� ������� ������ ������������ ������������ ���������� ������� �������

������������ ������ ������������� ������� ����� ������ ����������� ��������� ������� ����

��������� �������� ����� ������� ������� ����������� ������ �������� ��������� �������

��� ���� ������ ��� ������� �������� ������ ����� �������� ���� ����������� ���������

����� ����������� ������������� ����������� ��������� ����� ��������� ���������� �����

�� ������� ������������

����� ������� ����������� ���������� �������� ������ ����������� ���������� ������

��������� ������ �������� ������� �����

���������� ��������� ������ ������������ ���������� � ������� 0 ≤ z ≤ H �����
������� ������������ �� �� � ������ ��������� ������� ������ L(x, y, z,α) ���� �����
���� � ��������� � ������ ��� �� �� � ����������� ����� ������� �� ��������� � �
�� ���������� ���������� ������ �� L(x, y, z,α)� �������������� �����������������
��������� � � �� ����� �ξk, ηk, ζ� � ������� ���������� ������ �� ���������� ���� ��
��α��

ξk = x+ (−1)k
√
z − ζ[1 + φ(x, y,

√
z − ζ,α)] cosα,

ηk = y + (−1)k
√

z − ζ[1 + φ(x, y,
√
z − ζ,α)] sinα,

0 ≤ ζ ≤ z.

� ������ ������������ ��������� ��� �� �������� ������� � ��� �� ��α� �� ���������

f(x, y, z,α� =

∫ r(x,y,x,0,α)

0

2∑

k=1

u(ξk, ηk, ζ)dζ

����� ���������� ������� u(x, y, z)�
����� r = r(x, y, z, ζ,α) =

√
z − ζ[1+φ(x, y,

√
z − ζ,α)] �������� ����� �������� ������

�� ��������� ��������� �� ��������� � � ��
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����������� ���������� ������ ������������ ���������� ����� ������ ����������
�� � ������ �� ���������� � � �� ����������� � ������ ���� � ������ ������ ��������
�������� ������ ����������� � ������ ���� �� ���������� �� ������������ �������
�������������� ��������

������� � ����� ������� φ(x, y, τ,α) ������ ���������� ��������������� �� ����
���������� � ������������� ��������

φ(x, y,−τ,α) = φ(x, y, τ,α),φ(x, y, 0,α) = 0,

∥τ1φ(x, y, τ1,α)− τ2φ(x, y, τ2,α)∥C ≤ q ∥τ1 − τ2∥C , �<�.

����� ������� ��������������� ������ ������������ ��������� ����������� �
����������� ����� ������� � ������ �������� ������� u(x, y, z)� ��������� Ω =
{(x, y)} ⊂ R2� ������������� L2(Ω) �� �� �� � �� ���������� � ��������������� �����
��� |u(x, y, z)| ≤ Meaz� ���� � ≥ �� u(x, y, z) ≡�� ���� � < �� ���������� � > �� � >
��

���������������

�������� ��������� ����������� � ����

f(x, y, z,α) =

∫ z

0

R(x, y,
√
z − ζ,α)

2
√
z − ζ

2∑

k=1

u(ξk, ηk, ζ)dζ,

���

R(x, y,
√
z − ζ,α) = 1 + φ(x, y,

√
z − ζ,α) +

√
z − ζφ

′
(3)(x, y,

√
z − ζ,α).

������ � ������� f(x, y, z,α) ��������� �������������� ������� �� ���������� � �

F (x, y, p,α) ≡
∫ +∞

−∞
e−pzf(x, y, z,α)dz =

=

∫ +∞

0

e−pτ2R(x, y, τ,α)dτ

∫ +∞

0

e−pz

2∑

k=1

u(ξk, ηk, ζ)dζ,

���

R(x, y, τ,α) = 1 + φ(x, y, τ,α) + φ
′
τ (x, y, τ,α)τ,

ξk = x+ (−1)k τ [1 + φ(x, y, τ,α)] cosα,

ηk = y + (−1)k τ [1 + φ(x, y, τ,α)] sinα, ��1, 2�

��������������

F (x, y, p,α) ==

∫ +∞

0

e−pτ2R(x, y, τ,α)dτ
2∑

k=1

U(ξk, ηk, p)dτ =

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����
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=

∫ +∞

−∞
e−pτ2R(x, y, τ,α)U(x+ τ(1+φ(x, y, τ,α)) cosα, y+ τ(1+φ(x, y, τ,α)) sinα, p)dτ,

��� � � �������������� ������� �� ������� � �� ���������� �� � ���� �������� �����
��� φ(x, y, τ,α)�� ���������� τ ������� φ

′
τ (x, y, τ,α) �������� ��������� � ������τ,α) �

���������
���������� F (x, y, p,α) �� ���������� α �� α�� �� α�2π� �������� ������� �����

���� �� ���� ��������� τ,α�

∫ 2π

0

F (x, y, p,α)dα =

∫ 2π

0

dα

∫ +∞

−∞
e−pτ2R(x, y, τ,α)U(x+

+τ(1 + φ(x, y, τ,α)) cosα, y + τ(1 + φ(x, y, τ,α)) sinα, p)dτ. ���

������� ��������� ������ �����������

x+ τ(1 + φ(x, y, τ,α)) cosα = ξ, y + τ(1 + φ(x, y, τ,α)) sinα = η. ���

������ ������ τ,α ������������ �� � ��� ���������� ������ �������� �������

J(ξ, η) =

����
τ

′
ξ τ

′
η

α
′
ξ α

′
η

���� .

�������� �� ������� ��� �����

α = arctg
η − y

ξ − x
. ���

����� � ��� �������� ������� �� τ �� ������� ��� ������������ � ����

τ =

√
(ξ − x)2 + (η − y)2 + ω(x, y, ξ, η). ���

��������� ��������� ���� ��� �������� �������

J(ξ, η) =
1 +G(x, y, ξ, η)√
(ξ − x)2 + (η − y)2

,

��� �������

G(x, y, ξ, η) =
(ξ − x)ω

′
ξ + (η − y)ω

′
η√

(ξ − x)2 + (η − y)2

������ ���������� ��������������� �� ���������� �� ��
����� �������� ����� ������ ����������� ������ ��������� ��� �����

∫ 2π

0

F (x, y, p,α)dα =

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����
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=

∫

R2

e−p[
√

(ξ−x)2+(η−y)2+ω(x,y,ξ,η)]2R(x, y, ξ, η)[1 +G(x, y, ξ, η)]U(ξ, η, p)dξdη√
(ξ − x)2 + (η − y)2

,

���

R(x, y, ξ, η) = R(x, y,

√
(ξ − x)2 + (η − y)2 + ω(x, y, ξ, η), arctg

η − y

ξ − x
].

� ���� ���������� ������� U(ξ, η, p) �� ������ ���� ���������� � ������������
������� Ω ⊂ R2�

∫ 2π

0

F (x, y, p,α)dα =

∫∫

Ω

U(ξ, η, p)√
(ξ − x)2 + (η − y)2

dξdη+

∫∫

Ω

K(x, y, ξ, η, p)U(ξ, η, p)√
(ξ − x)2 + (η − y)2

dξdη,

���

K(x, y, ξ, η, p) = e−p[
√

(ξ−x)2+(η−y)2+ω(x,y,ξ,η)]2R(x, y, ξ, η)[1 +G(x, y, ξ, η)]− 1

���������� ������� �������� � ����� ������ ���������� ���������� ��������� ����
����� ���������� �� ����� S(λ, µ; h) ������� � � ������� � ����� (λ, µ) :

W (λ, µ;h) =

∫∫

S(λ,µ;h)

∫ 2π

0
F (x, y, p,α)√

(λ− x)2 + (µ− y)2
dxdy =

∫∫

Ω

F (λ, µ, ξ, η, p)U(ξ, η, p)dξdη, ���

���

F (λ, µ, ξ, η, p) =

∫∫

S(λ,µ;h)

dxdy
√

(λ− x)2 + (µ− y)2
√

(ξ − x)2 +
√
(η − y)2

+

+

∫∫

S(λ,µ;h)

K(x, y, ξ, η, p)
√
(λ− x)2 + (µ− y)2

√
(ξ − x)2 +

√
(η − y)2

dxdy.

� ������� �������� ��������� r,α � ������� � ����� (λ, µ) ������ ������ �������
��� ������� F (λ, µ, ξ, η, p)�

∫∫

S(λ,µ;h)

dxdy√
(λ− x)2 + (µ− y)2

√
(ξ − x)2 + (η − µ)2

=

����
x = λ+ r cosα,
y = µ+ r sinα

���� =

=
∫ 2π

0
dα

∫ h

0
dr√

[r−(ξ−λ) cosα−(η−µ) sinα]2+(ξ−λ)2+(η−µ)2−[(ξ−λ) cosα+(η−µ) sinα]2
=

=
∫ 2π

0
ln |h− (ξ − λ) cosα− (η − µ) sinα +

+
√
h2 − 2h[(ξ − λ) cosα + (η − µ) sinα] + (ξ − λ)2 + (η − µ)2 |dα−

−
∫ 2π

0

ln

������
−(ξ − λ) cosα + (η − µ) sinα√

(ξ − λ)2 + (η − µ)2
+ 1

������
dα− 2π ln

√
(ξ − λ)2 + (η − µ)2.

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����
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������� ��������� ��� ������� � ����

W (λ, µ, p) = −2π

∫∫

Ω

√
(ξ − λ)2 + (η − µ)2U(ξ, η, p)dξdη+

∫∫

Ω

F1(λ, µ, ξ, η, p)U(ξ, η, p)dξdη,

���

��� F1(λ, µ, ξ, η, p) � ��������� ��������
� ��������� ��� ��������� �������� ������� �� ���������� λ, µ�

∆λµW (λ, µ, p) = −4π2U(λ, µ, p) +

∫∫

Ω

∆λµF1(λ, µ, ξ, η, p)U(ξ, η, p)dξdη. ���

��������� ���� ��������� ���� ���� ������ �������� ���������� ρ, β � ������� �
����� (ξ, η)� ��

F1(ξ + ρ cos β, η + ρ sin β, ξ, η, p) = F2(ρ, β, ξ, η, p),

�������������� ���� ��������� ��� ����� ���

∆λµF1(λ, µ, ξ, η, p) =
1

ρ

∂F2

∂ρ
+

∂2F2

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2F2

∂β2
. ���

�������� ���

F1(λ, µ, ξ, η, p) = Φ(ρ) +Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ)

���

Φ(ρ) =

∫ 2π

0

ln
���h+ ρ cos θ +

√
h2 + 2hρ cos θ + ρ2

��� dθ −
∫ 2π

0

ln |cos θ + 1| dθ,

Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ)�
∫ 2π

0
dθ

∫ ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ

0
K(ξ+r cos(θ+β),η+r sin(θ+β),ξ,η,p)√

ρ2+r2−2rρ cos θ
dr. ���

��� ρ ≤ diamΩ ≤ h ������� Φ(ρ) �������� ���������� ������� ��������� ��� ���∫ 2π

0
ln |cos θ + 1| dθ � ����������� ������������� �������� ������� ����� ��������������

������ ������ ���� ��������� ��� �������� � ������ ������������ ��������� �������
Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ) �� ���������� ρ, β�

��� ���������� ����� ρ ����� ������ ������� δ>� ���� ����� ����

ρ(1 + δ) < ρ cos θ +

√
h2 − ρ2 sin2 θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

���������� �������� � ������� ��� ��������� �� � ���������� ���� �� ������� [0, ρ(1+

δ)]� ������ �� ������� [ρ(1 + δ),ρ cos θ +
√
h2 − ρ2 sin2 θ� � �����

Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ) = Ψ1(ρ, β, ξ, η, ρ) +Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ).

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



�������������� ������� ������ ������������ ��������� ��� ���������� ��������� ������ � � � ��

� ������ ��������� ������ ����� ����������� �����

Ψ1(ρ, β, ξ, η, ρ) �
∫ 2π

0
K[ξ+ρ·t cos(θ+β),η+ρ·t sin(θ+β),ξ,η,p]√

1+t2−2t cos θ
dt

� ���������� ������� �������� ��� ������ ������� Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ) � �� �����������
������� n ≤ 2 ������� �� � ����

Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ) =

∫ 2π

0

dθ

∫ ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ

ρ(1+δ)

K(ξ + r cos(θ + β), η + r sin(θ + β), ξ, η, p)

r
Φ1(

ρ

r
, θ)dr,

��� ��� �������

Φ1(
ρ

r
, θ) =

1√
(ρ
r
)2 + 1− 2(ρ

r
) cos θ

����������� ����������� ��� ���� ����

����
∂k

∂ρk
Φ1(

ρ

r
, θ)

���� ≤
C

rk
, r ≥ ρ(1 + δ), C = const. ����

��� ���������� ����������� ∂k

∂ρk
Dl

ξηβ� l + k ≤ 2 �� ������� Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ)�����

������ ������ ����������������� Dl
ξηβ ��� ���� ����������� ���������� � ���� ���

��������� ��������� �������

K(ξ + r cos(θ + β), η + r sin(θ + β), ξ, η, p)

� ������� K(ξ+r cos(θ+β),η+r sin(θ+β),ξ,η,p)
r

����� ���������� ������� � Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ)� ���

�������� ����������� ∂k

∂ρk
�� ����������� ��������� ������� Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ)�������� �

���������� ���� ��������� �� ���� ���������� ����������� �� �������� � �������
�������� � ��������� �� ���� ����������������� ��������������� �������� ������
�� ���� ��������� ����������� ��� ��� �������� Φ1(

ρ
r
, θ) �� ������ ������� �����

������ � �� ������� �� ρ� � �� ������� ������� ��������� � ������������� ��������
ρ cos θ+

√
h2−ρ2 sin2 θ

h
� ��������� ����������� ��� ����������������� �����������������

��������� � ���� ����������� ���� ����������� ����������

∫ ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ

ρ(1+δ)

dr

rk
=





ln
cos θ+

√
(h
ρ
)2−sin2 θ

1+δ
, k = 1,

−1

ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ
+ 1

ρ(1+δ)
, k = 2



 .

������ �������� ��������� ������

����
∂k

∂ρk
Dl

ξηβF2(ρ, β, ξ, η, p)

���� ≤ C

{
ln ρ, k = 1,

1
ρ
, k = 2

}
, k + l ≤ 2,

������� ����������� � ����������� ����� ρ = 0. ��� ���� ����������� �������
F2(ρ, β, ξ, η, p) ���������� � ���������� ������ � ������������ �� ������� ��

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����



�� ������������ �����������

�� ��������� ����� ������� ���

F2(ρ, β, ξ, η, p) = F2(0, β, ξ, η, p) + ρG(ρ, β, ξ, η, p),

��� ��������� ������� G(ρ, β, ξ, η, p) �� ������� ������ ��������� ����� �������

F2(ρ, β, ξ, η, p)� ��������� ��� ����������� ∂2F2

∂β2 = ρ∂2G
∂β2 � ������

����
∂2F2

∂β2

���� ≤ Cρ, C = const. ����

��������� ����������� ����� ���� �� ������ ������� ��� ������ ���� �������������
��������� ������� ���� ��� � ����������� ρ = 0�

|∆λµF1(λ, µ, ξ, η, p)| ≤ C0
ln ρ

ρ
, C0 = const.

����� �������� �� ��������� ��� ������������ ��������� ��� �������� ����������
���� ���������� � ������������ ���� ln ρ

ρ
� ��������� ��� ρk ln ρ → 0 ��� ρ → 0 � k > 0�

� ����� �������� 0 < k < 1 ��������

|ln ρ| ≤ C

ρk
.

�������������� ������������ ��������� ��� �������� ���������� �� ������ �������
������ � ����������� ����� (λ, µ)� � ��� ����������� ��� ����� ������������ ����� ��
���� �������� ������������ ���������� ���������� ������� ����� ��� ��������� ���
��� ��������� ��� ������������� p,Rep > a �� � ���������� ������� ����� �������
u(x, y, z) �� ���������� z� ����� ������������ ������� U(x, y, p)� �������������� ����
��������� L2 �� ���������� x, y� ���� ������ ������� ������� Ω ���������� ��� ����
� ���� ������� �������� �� ������ ������� U(x, y, p) ���������� �����������������
�������� u(x, y, z)�

����������

��� ���������� ����� ������� ����� ��������� ���� ������������ ������ �������������� ������ � �������� � ���
������ ����� � ��� ��

��� �������� ���� �� ����� ������ ������������ ��������� � ���������� ������������ �� ��������������� � ������
������� � ������ ������� ������������ ����� �������������� ������ � �������� � ������������� �� �� ��
����� ����� �� �����

��� ���������� ���� ������ �� ������ ������������ ���������������� ���������� � �������� � ��� ��

��� ������ ���� ������ �� �������� ������������ ����������� ������������� � ����� � ��� ��

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������ � ����



�������������� ������� ������ ������������ ��������� ��� ���������� ��������� ������ � � � ��

����������

��� ��������� ����� ������� ����� ����������� ���� ������������ ������� ��������������� ����� � �������� � ��� ������
����� � ��� ��

��� �������� ���� �� ����� ������� ����������� ��������� � ���������� ������������ �� ������������� � ������������ �
������� ��������� ������������� ������ ��������������� ����� � �������� � ������������� ��� �� �� ����� ����� �� �����

��� ���������� ���� ������� �� ������ �������������� ���������������� ���������� � �������� � ��� ��

��� ������ ���� ������� �� ��������� ������������ ������������ ������������� � ����� � ��� ��

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������ � ����


