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�������������� �� �������� ������ �� �������� ����������� ��������� ����� ���� ���������
������ �� �� ��������� ��� ��� ������ ����������� ����� �� ��� �������� ������ �� �����������
��������� ���� ��� ������ �� ������� �� ����� ����� �� ���������� ������� �������� ����������
��� ��� ���� ����� ��� ������ ��� ������������ ��������� �� �������� ��� ������ ����� �����
��� �� � ��� ���� ��������� ��������� ������ �� �������� ����������� �� ����� �� ��� �� ��� ���
��������� ������������ ��� ��� �������� ��������

������� ��� �������� ����������� ��� �������� ������ �� �������� ����������� ��������� ��
��� ���� ��������� ���� ������� ���� �� ��� ���� �� � ������������ ��������

Lu = u′′(x) + q(x)u

�� ��� ����� �������� x ∈ (a, b) ����� �� ������ ��������������� ��������� ����� ������ �� �������
�� ��� �������� ������ �� ��� ��������������� �������� �� ����� �� ��� ������ ����� �� �����
����

�� �� ����� ���� �������� ���������� ��� �� ������� ���� ����� ������� ����
� ������������ ������� �����������
� ������� ��� ��� ������������ ������� �����������
� ��������� �����������
�� ��� �������� ���������� ��� ������������ ������� ���� ��� ������ �� ���� ���������

����� � ����� ����� �� L2(a, b)� ���� ��������� ��� ������ �� ��� �� ��� ��� ������� �����
�� ��� ����� ����� ��� ����� �������� �� ��� ������� �� ���� ��������� �� ��� �����������

��� ���� ��������� �� ������� �� ��� �������� ���������� ��� �� �������� �� ������ �����
���� ��� ������ �� ������ ��� ���������� ��������� ����� ��� ������ ��� ����� �� ����

�� ��� ������� ���� �� �������� ��� ����� �������� ������� ��� �� �������� �� ��������
��������������� �������� ���������� �� ��� ������� ��� ������� ��� ��� ������������ ��������
��� ������ �� �������������� �� ��� ������� �� ��������� �������� ������ ������� ��� ����
��� ���� � ����� �� L2� �� ��� ����� �� ����� �������������� �� ��������� � ������� ������
������ ����� �������� �� L2�

��������� �� ��� �������

�������� ��� �������� �������

−u′′(x) = λu(x), 0 < x < π;

u(0) = 0, u′(0) + u′(π) + αu(π) = 0,
���

����� α > 0 �� � ���� ����������

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������� ����
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���� ������� ������ ����� ������� � �������� �������� ����� ������� ��� ��� �������
�������� �� ��� ������ �� ���������� �� ���������� ��� D = {(r, θ) : 0 < r < 1, 0 < θ < π}
�� � ���������� ��� ���� �� �� ��� � �������� u(r,φ) ∈ C0(D̄) ∩ C2(D) ���������� �� D ���
��������

∆U = 0 ���

���� ��� �������� ����������

U(1, θ) = f(θ), 0 ≤ θ ≤ π, ���

u(r, 0) = 0, r ∈ [0, 1], ���

∂U

∂θ
(r, 0) +

∂U

∂θ
(r,π) + αU(r, π) = 0, r ∈ (0, 1). ���

��� ��������� �� ���� ������� �� ��� ������������� �� ������ �������� �� ��� �������
������ ����������� �� ����������� ������� ��� ������������� �������� ������� ��� ��� ��������
����������� �������� ��� ��� ������ �� �������������� ��� ������� � ������ ��� α = 0 ���
������� ��� � ��� ��� ���������� �� ����

��� ������ �� ������������ ��� ������ ����� �� ��� ������ �� �������������� �� ���
�������

−ϑ′′(x) = λϑ(x), 0 < x < π;

ϑ(0) = 0, ϑ′(0) = ϑ′(π) + αϑ(π)

��� ��������� �� �����
��� �������� ���������� �� ���� ������� ��� ������� ��� ��� ������������ ������� �����������

��� ��� ������ �� ��� �������������� ���� ��� ���� ��� ������ ��� � ������� ������ �� ���������
����� ���� ���� �� ����� �������������� ���� ���� ��� ������ ��� ���� ���� �� ������� ��� ���
�������� �� � �������� ���������������� ������� ��� ��� ���� ���������

��� ���� �� ��� ������� ���� �� �� ��������� ��� ����� ���� ��� ������ �� ��� ��������������
�� ��� ������� ����

�������������

��� �� ������� ������ ��� ���� ���������� ��� ����� ����� ���� �� ���� �� ���� ��������
��� B �� � ������ ����� ���� ��� ���� ∥ · ∥B� ��� ��� B∗ �� ��� ���� ���� ��� ���� ∥ · ∥B∗ �

� ������ �� �������� {φk}∞k=0 �� ���� �� �� ������ �� B �� ��� ������ ���� �� ���� ������ ��
���������� ����� �� B� ���� ��� ��� ������� �� ��� ����� B ��� �� ������������ �� � ������
����������� �� �������� �� ���� ������ ���� ��� �������� �� ��� ���� �� ��� ����� B�

� ������ �� �������� {φk}∞k=0 �� ���� �� �� ������� �� B �� ���� �� ��� �������� �������
�� ��� ������� �� ��� ������ ���� �� ��� ����� �������� �� ���� �������

�� �� ���� ����� ���� � ������ {φk}∞k=0 �� ������� �� ��� ���� �� ����� ������ � ������������
������ ���� �� ��� ���� ��� � ������ �� ������ ����������� {ψk}∞k=0 ���� B∗ ���� ����

(φk,ψj) = δk,j

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������� ����



������������ � ����� ���� ������� �� �������������� � � � ��

��� ��� k, j ∈ N� ��������� �� ��� ������� ������ �� �������������� ������ ��� ������� �� B�
���� ��� ������ �������������� ���� �� �� �� �������� �������

�� ��� ���� � ������ {φk}∞k=0 �� ��������� ������� �� B� �� ����� ������ γ > 0 ���� ����
��� ��� k ∈ N�

dist{φk, Bk} ≥ γ∥φk∥B,
����� Bk �� ��� ������� �� ��� ������ ���� �� ��� �������� φl ���� ������ ������� l ̸= k�

�� �� ���� ���� ����� ���� � ������ ��� ������� ������ {φk}∞k=0 �� ��������� ������� ��
B �� ��� ���� ���

sup
k∈N

∥φk∥B∥ψk∥B∗ < ∞.

� ������ {φk}∞k=0 ����� � ����� �� ��� ����� B ��� ��� ��� ������� f ∈ B� ����� ������ �
������ ��������� �� �� �� ��� �������� �� ��� ������� ���� ��� ��� ������

∑∞
k=0 fkφk ����������

�� f �� ��� ���� �� ��� ����� B�
��� ����� �� � ������ ��� ������� ������ �� B� ���� ���������� �� ��� �������� ��� ���

������������ ���� ������ {ψk}∞k=0� ��� ����� ��� ��������� �� ��� ������� �� � ���� �������
�� ��� ����� {φk}∞k=0 ��������� ���� ��� ������������ ���������� ���� ��� fk = (f,ψk) ��� ���
k ∈ N�

�� ����������� ��� �������������� �� ��� �������

�� � ����� ��� ������������ ����������� ��� �������������� �� ��� ������� ��� �� � ������
����� ��������� �� ���� ���� ������� �� ��� ������������ ��� ������� ��� ���� ����� ����� ��
���� ��� ��������

�� ���� ��� ����������� �� ��� �������� ���� ���� λ = 0 �� ��� �� ����������� �����
������� ��� ��� ���� ����� �� λ ��� ���� ��� ������� ���������

��� λ ̸= 0� ��� ������������� ������ ���� ��� ���� u(x) = sin
(√

λx
)
� �� ������ ����

������� ��� �������� �������� ���������� �� ������ ��� ���������

cos

(√
λπ

2

)
= 0, cot

(√
λπ

2

)
= − α√

λ
.

��������� �� ��� ���� �������� ���� � ������ �� ����������� ��� �������������� �� ���
������� ��� �� ��� ����

λ
(1)
k = (2k + 1)2, uk1(x) = sin ((2k + 1) x) , k = 0, 1, 2, ....

��� ������ ��������� ��� �� ����������� ��

cot (βπ) = − α

2β
, β =

√
λ

2
.

�� βk ������ ����� �� ���� ��������� �� �� ���� �� ���� ���� ���� ������� ��� ������������
2k + 1 < 2βk < 2k + 2, k = 0, 1, 2, ...� ��� �������� ��������� ��� ������� ��� ��� δk =
βk − k − 1/2 ����� k �� ����� ������

α

π (2k + 1)

(
1− 1

2k + 1

)
< δk = α

����O
(
1

k

)���� <
α

π (2k + 1)
. ���

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������� ����
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������������ ����� ������ � ������ ������ �� ����������� ��� �������������� �� ��� ����

λ
(2)
k = (2βk)

2, uk2(x) = sin (2βkx) , k = 0, 1, 2, ...

����� �� ��� ������ �� �������������� {uk1, uk2}∞k=0 �� ��� ������� ��� �� �������� ���
�������� ������ ������ ��� ���� ��� ���� ���� �� �������� ����� �� L2(0, π)�
������ ��� ������������ ��� ���������� �� ��� ������ ������ ���� ��� ���������� ��

�������� ���������� �� ��� �������� ������� ���� ��� ���������� �� ����� �� ������ �������
�� ������ ������������ ������� ��� ���������� �� ��� ������������ ��� ���������� ��� ���
������ ��� ��� ����� ���������

������� �������� ������ ��������������� �� ����� �� �������������� (uk1, uk2)� �� ������
������������ �� ���

(uk1, uk2) =

∫ π

0

sin((2k + 1) t) sin (2βkt) dt =
π

2

sin (2δkπ)

2δkπ

2k + 1

2k + 1 + δk
.

������ ���� ������� ���� ∥uk1∥ =
√
π/2� ��� lim

k→∞
∥uk2∥ =

√
π/2� �� ��� ���� ��� �����

������� ��� ������ ������������ ����� �� �����

lim
k→∞

(
uk1

∥uk1∥
,

uk2

∥uk2∥

)

L2(0,π)

= 1. ���

���� ������� ��� ��� ���� ��� ������������� ������ �� ���� �� ���� ���������
��� �������

−v′′ (x) = λv (θ) , 0 < x < π;

v (0) + v (π) = 0, v′ (π) + αv (π) = 0
���

�� ���������� �� ��� ������� ���� ��� ������ �� ��� �������������� �� ���� ������� �� ������������
�� ��� ������ {uk1, uk2}∞k=0 �

vk1 (x) =
2
π

{
sin ((2k + 1) x)− 2k+1

α
cos ((2k + 1) x)

}

vk2 (x) = Ck2

{
sin (2βkx)− 2βk

α
cos (2βkx)

}
, k = 0, 1, 2, ...,

k = 0, 1, 2, .... ���

��� �������� Ck2 ��� ����� ���� ��� ������������ ��������� (uk2, vk2) = 1� ����� �� ����
��� ��� ��� �������� ���� �� ��� ������������ ������� ���� �� �� ��� ������� ���� ��� ��������
���� �� �������� Ck2�

��� �� ��������������� �� ��� ������� ��� ���������

(uk1, vk1) = 1, (uk2, vk1) = 0, k = 0, 1, 2, ....

��� ������
�� ������� ���� (uk1 − uk2, vk1) = 1� ����� ��� ������������������ ����������� �� ��� ���

�������� ���� ��� ������

∥vk1∥ ≥ (∥uk1 − uk2∥)−1 .

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������� ����



������������ � ����� ���� ������� �� �������������� � � � ��

����� ∥uk1∥ =
√
π/2� ��� lim

k→∞
∥uk2∥ =

√
π/2� ���� ���� ���� ��� ���� ��� �� �� ���� ��

������

lim
k→∞

∥uk1∥ ∥vk1∥ = ∞.

���� ��� ��� ��������� ��������� �� ��� ����� �������� ���� ��� �����

����� �� �������

�� �� ��������� �� ���� ��� ����� ���� ��� ������ �� �������������� {uk1, uk2}∞k=0 ���� ���
���� ��� ������ ���� ������� ���� ���� ������� ����� ����

������� ��� �����

��� ���� �������� �� ��� ������ {uk1, uk2}∞k=0 �� ��������� � ��� ������ ����� ���� ��
� ����� �� L2(0, π)� �� ��������� ��� ���������

φ2k (x) = uk1 (x) ,
k = 0, 1, 2, ....

φ2k+1 (x) = (uk2 (x)− uk1 (x)) (2δk)
−1,

����

��� �� ���� ���� ��� ����������� ������ �� � ����� ����� �� L2(0, π)�

��� ������������ ������ �� ���� ��� ��� �����

ψ2k (x) = vk2 (x) + vk1 (x) ,

ψ2k+1 (x) = 2δkvk2 (x) , k = 0, 1, 2, ....

���� ������ �� ����������� ���� ��� �������������� �� ��� ������� ��� ���������� �� ����

��� �� ���� ���� ��� ����������� ���������� ������ ��� ��� ����� ���������

����� �� ��� ������ �� ��������� {φk (x)}∞k=0 ����� � ����� ����� �� L2 (0, π)�
������ ����� ���� ������ �� ����������� ���� ��� �������������� �� ��� ������� ����

������� �������� ���������� ��� ���� ��� ���� �� ��������������� ������ ������������� ����
��� ������������ ��� ���������� �� ��� ������ �� ��� �������

��� �� ����� ���������� ��������� ��������� �� ��� ������ {φk (x)}∞k=0 �� ��� ������
������� ��� ����� ������ �� ���� �� ������ ��� ������ �� ������ ��� ���������� ��������� ��
� ������� �� ��� ���������������� �����

−w′′ (x) = λw (x) , 0 < x < π;

w (0) = 0, w′ (0) + w′ (π) = 0.

��� �������� ���������� �� ���� ������� ��� ��� ������������ �������� ��� ��� �����������
�� ���� �������� ������ ���� ������� ��� ��������� λ

(1)
k = λ

(2)
k = (2k + 1) 2, k = 0, 1, 2, ...,� ���

�������������� w2k ��� ��� ���������� ��������� w2k+1 �� ��� ������� ���� ��� ����� ����� ��
L2 (0, π) ��� ���� ��� �����

w2k (x) = sin ((2k + 1) x) , k = 0, 1, 2, ...; w2k+1 (x) = x cos ((2k + 1) x) .

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������� ����



�� �� ��������� �� ���������

�� ���� �� ���� ���� ��� ������ ���������

∞∑

k=0

∥φk − wk∥2 < ∞.

�� �� ������� ���� φ2k − w2k = 0� ��� ��� ������� �� �����

φ2k+1 (x) =
sin (2βkx)− sin ((2k + 1) x)

2δk
=

sin (δkx)

δkx
x cos ((2k + 1 + δk) x) .

���� �� �� ��� ������� �� ��� ��� �������� |φ2k+1 (x)− w2k+1 (x)| ≤ Cδk� ���� ���� ��� ����
��� ����������� ��� ��� δk �� ���� ��� ���������� ���������� |φ2k+1 − w2k+1| ≤ C1/k �����
C1 ���� ��� ������ �� k�

��� �������� ���������� �������� ��� ��������� ��������� �� ��� ������ {φk (x)}∞k=0 ���
��� ����� ����� {wk (x)}∞k=0� ����� �� �������

������� ��� �� �������� ������� �� �� ��� ������� �� ������� ���� �� ��� �������� f(x) ∈
C2[0, π] ��� �������� ��� �������� ���������� �� ��� ������� ���� ���� ��� ������� ������ ��
��� ������ {φk (x)}∞k=0 ��������� ����������

�� ��� ��������� ����

−φ′′
2k (x) = λ

(1)
k φ2k (x) ,

−φ′′
2k+1 (x) = λ

(2)
k φ2k+1 (x) +

λ
(2)
k −λ

(1)
k

2δk
φ2k (x) .

����

����� ����� ��������� �� �� �������� �� ����� ��� ������ �� ���������� �� ��������� ��� �������
�������� �� ��� ���� ��� � ����

��� ��� ������� �� ��� �������� �������� ��������

�� ��� ����� ��� �������� �� ������� ��� � ��� �� ��� ���� �� � ������������ ������

u (r, θ) =
∞∑

k=0

Rk (r)φk (θ) , ����

�����

Rk (r) = (u (r, ·) ,ψk (·)) ≡
∫ π

0

u (r, θ)ψk (θ) dθ.

��������� ���� ������� ��� �������� ���������� ��� ��� ����
������������ ���� ���� �������� ��� ��� ��� �������� ���������� ���� ������ ���� �������

����� ��� ������ ������� ��������� Rk(r) �� ������ ��������� ���������

r2R′′
2k+1(r) + rR′

2k+1(r)− λ
(2)
k R2k+1(r) = 0,

r2R′′
2k(r) + rR′

2k(r)− λ
(1)
k R2k(r) =

λ
(2)
k −λ

(1)
k

2δk
R2k+1(r),

����

���� ��� �������� ���������� Rk(1) = fk� ����� fk ��� ��� ������� ���������� �� ���
��������� �� ��� �������� f(θ) ���� ��� ������������ ������ �� {φk (θ)}∞k=0�

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������� ����



������������ � ����� ���� ������� �� �������������� � � � ��

��� ������� �������� �� ���� ������� �� ������ ��� ��� �� ������� �� ��� �������� �����

R2k+1(r) = f2k+1r

√
λ
(2)
k ,

R2k(r) = f2kr

√
λ
(1)
k + f2k+1

1
2δk

(
r

√
λ
(2)
k − r

√
λ
(1)
k

)
.

����

������������ ���� ���� ����� �� ������ � ������ �������� �� ��� ��������

u(r, θ) =
∑∞

k=0 f2kr
2k+1 sin ((2k + 1) θ)+

+
∑∞

k=0 f2k+1
1

2δk
[r2βk sin (2βkθ)− r2k+1 sin ((2k + 1) θ)].

����

������� �� f(θ) ∈ C2[0, π], f(0) = 0, f ′(0) = −f ′(π) + αf(π)� ���� ����� ������ �
������ ��������� �������� u(r, θ) ∈ C0(D̄) ∩ C2(D) �� ��� ������� ��������
������ ��� ���������� �� ��� ��������� �������� �� ��� ������� ������� ���� ��� �������

��������� ��� ��� �������������� ��������� ��� ��� ������� ��������� ��� ������ �������� ��
��� ������� �� ����� �� ��� ���� �� ����� �� ����� �� ���� ���� ���� ����� ��������� ��� ������
��� ������� ��������� �� ���� �� ������ ��� ������������� �� ��� ������������� ���������� ��� ��
�� ���� �� ���� ��� ����������� �� ��� ������� ��� ����������� �� �������� ��������������� ���
�� ����� ��� ���������� �� ����� ��������� �� ��� �������� �� ��� ����������

��� ����������� �� �������������� ��� ������ ���� ��� ������ �� ����� �� r < 1 �� ��
������� ����������� �� ��� ����������� �� ����� ������ ��� ��������� ��������� ��� ��� δk�
��� �� ������� ��� ������� ����������� �� ��� ������ ���� �� r ≤ 1� ��� ���� �� ��� ��� ���� ��
��� ������� ����������� �� ������������

�� ������ ����������� �� �� ���� �� ��� ���� ��� ������ ���� �� ��������� �� ��� ������
C1(|f0| + |f1| + |f2| + ...)� ���� ������ ��������� ��� �� ��� ������������ �� ��� �������
������� �� f(θ)� ����� ��� ��� ����� �� ��� ������ ���� ��� ���������� ���������� ���� ���
�������� u(r, θ) �� ���������� �� ��� �������� ������ D̄�

��� ����� �� ��� ������� �� ���������

����������

����� �� ��� ������� ���� �� ������������ � �������� �������� �������� ������� ��� ��� ��
�������� ����������� �������� �� �� �������� (0, π)� ��� �������� ���������� �� ���� �������
��� ������� ��� ��� ������������ �������� ��� ��������� �� ���� ������� ��� ��� ������ ��
�������������� {uk1, uk2}∞k=0 �� ��� ������� ��� �� �������� ��� �������� ������ ������ ���
���� ��� ���� ���� �� �������� ����� �� L2(0, π)�

����� �� ����� �������������� {uk1, uk2}∞k=0 ����� �� ����������� � ������� ������ ��
��������� {φk (x)}∞k=0 ���� ������� ����� � ����� ����� �� L2 (0, π)�

���� ���� �� ���� ��� ������� �� ��� �������� �������� �������� ��� � ����

����������������

��� ������� ������� ����� ��������� �� ����� �������� ��� ���� ��������� ��� ��������
������� ������ ��� �����

���� ���� ��� ��������� �� ��� ����� �������� �� ��� �������� �� ��������� ��� �������
�� �������� �� �����������

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������� ����



�� �� ��������� �� ���������

����������

��� ����� ����� �������� ���� ���������� �� �������� ���������� ������������� �� ���������������� ����������� ��������� ��
������� �� ������������ ��������� �������� ����� ������������ ������

��� ������ �� �������� ������ �� ���������������� ��������� ����������� ���������� ����� �� ������������ ������� ���
����������� ���������� �������������� �����

��� ����� ���� �� ����������� �� �������� ���������� ������������� �� ��� ��������������� �������� �� �������������
������� �� ����������� ��� ������������ ��������� ��������� ������� �� ������� ������� ������������������������ ������

��� ������� ���� ������ ����������� ���������� ��� ����� ������ �����

��� �������� ���� �� ����� ����� �� L2(0, 1) �� ������� �������� ���� ����� �������� ����� ���������� ������ ��� ��������

��� ��������� ���� �� ��� ������������� ����������� �� ������������� ���������� �� ������� ����������� ��������� �� ����
������ ����� ������ ������ �������� ������ ��� ��������

��� ������� ��� �������� ���� ������ ���������� ���� ���� ��� ����� ���� ����� � ����� �����

��� ���� ��� ������ �� �������� ������ �� ��������� ����������� ��������� ���������� �� D2� ��� �������� �� ���� �� �������
�� ������������ �������� ��� ������������� �������� ����� ���������� ������

��� ������� ����� ������������ ���� �� ��� ����������� �� �������� �������� ����� ������� ���� ��� �������� �� ���� ��
��� ���� �� ��� �������� ��� ���������� �� ��� ������� �� ����������� ���������� ������� ����� ���������� ������

���� ������� ����� ������������ ���� �� ��� ����������� �� �������� �������� ����� ������� ���� ��� �������� �� ���� ��
��� ���� �� ��� �������� ��� ���������� �� ��� ������� �� ����������� ���������� ������� ����� ���������� ������

���� ����� ����� �� � ������ �� ���������������� ����� �������� ��� ��� ���� �������� �� ����������� ���������� ������� �����

���������� ������

��������� � �������� �� ������� ���� ����

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������� ����


