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� ���� ������ ��������� ����� ����� �������������� �������� �������� ��������������
������ ����������� � ����� � ���������������� ���������������� �� �������������������
����� ������� � ������ ��������������� ������ �� ��������� ������� ����� � �����������
��� ����� ���������� �������� �������� ��������� ������� ����� ���������� ������� �
������������ ������� Lp,q[0, 1]� 1 < p < ∞� 1 ≤ q ≤ ∞ ������������ ����� ����������������
��� ������������� ����� ������� � ���������� ������������ ������� lp′,q� ��� p

′ = p
p−1 �

��� ��������� 0 < α ≤ 1 ������ ����� α����������� �������� ���������� ����� �����
����� ������������ �������������� �������� α����������� ������� ������������ ���
�������� ���������� ��������� ������������ �������������� �������������� �������
���������� ��������������� ������� 1 − α� ������ � ����������� ��������� �������
����� �� ����� α����������� ������� ������������ ��� ��� ������� �������� � ������
�������� ������ α����������� �������� ������� ����������� ��� ������� ����� �������
��� α����������� ������� � ������ p < 1

α � �� ����� ��������� ��� ������� ����� ��� α�
���������� ������� ����� ����������� � ������ p ≥ 1

α �
�������� ������ ������������ ������ ���������� ������� α����������� ��������
������������ �������� ������� ���������

���� �������
�� ������� �� ��� ���� �������

�� ���� ���� �� ����� ��� �������� ������� ����������� ���������� �� � �������� ������� �� ����
��� ������������� ���������� �� ��� ������������� ������������� ������� ���� ���������� �� ���� �����
�� ���������� ��� ������� �� ������������ �� ����� ������� �� ��� ������� ���������� �� ��������
���������� ��������� �� ���� ������� ��� ���� �� �������� �������� �� ��� ������� ����� Lp,q[0, 1]�
1 < p < ∞� 1 ≤ q ≤ ∞ �� ���������� �� ��� ���� �� ��� ������� ���������� �� ��� �������� ��
��� �������� ������� ����� lp′,q� �� ����� ��� ����� �� α��������� ��������� �0 < α ≤ 1� ����
�������� ��� ����� �� �������������� ���������� ���������� ���������� ��� α��������� �������� ��
������ �� �������� ����� ��� �������������� ���������� ���������� ���������� ���������� ��������
��������� �������� �� ����� 1 − α� � ������� �� ������������ �� ����� ������� �� ��� ����� ��
α��������� �������� �� ���� ����������� ��� ��� �� ���� �� ������� �� α��������� �������� �����
���� ������������� �� ����� ������� �� ��� ���� p < 1

α � �� ������� ���� ����� ������� ��� ���
α��������� ��������� ������ �� ������������ �� ��� ���� p ≥ 1

α �
��� ������ ������� ����������� �������� ��������� α��������� ���������� ������� �������
���������� ���������

���� �������
���� ����������� ����� ������

��� ������� ����� ��������� �������� ����� ��������� ��������� ������������� ���� ����
��� ���������������� �������� ������������ ������������� ���������� �������� �����
������� ����� �������� ��� ������� ��������� ������������� ����� ���������������
������ ���� ������������ ��������� ����� �������������� �������� ������� �������
��������� ���������� ������� ������������ Lp,q[0, 1]� 1 < p < ∞� 1 ≤ q ≤ ∞ ������� �����
������ ����� ����������������� ���������� �������������� lp′,q ��������� �������������

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������� ����



�� ���� �������

��������� ��������� �������� ������������ �������� α���������� �0 < α ≤ 1� ��������
������ ������ ����������� α���������� ������� �������������� �� ����� �������� ���
������� ��������� ��������� �������� ��������� ������� ����������� ���� ���������� α�
��������� ���������� ���� ���������� ����� ��� ���� ������� ����� ��������� ���
������� ���� ��������� α���������� ���������� ���� p < 1

α ���������� �����������
����� ���������� α���������� ���������� ������ �������������� ��������� ���� ����
������ α���������� ���������� ���� p ≥ 1

α ���������� �������� ������
����� ������� ����� ���������������� ��������� ����������� α���������� �����������
������ ������������� �������� ���������

��������

� ���� ������ �� ������� ����� ����� �������������� �������� ����������������
��� {ak}∞k=0 � ���������������� ���������������� ������������������� ����

f(x) =
∞∑

k=0

ak cos πkx, x ∈ [0, 1].

����� �� ������ ������������ ����������� �������� ����� �������� ��������� ����
���� ����� � ��������� ����� ��� �������� ��� �����
������� � ����� 1 < p < ∞ � a = {ak}∞k=0 � ��������������� ���������������
������������������� ���� ak → 0 ��� k → ∞� �����

∥f∥Lp(0,1) ∼
( ∞∑

k=0

(k + 1)p−2apk

) 1
p

.

����� � ������ ����� C ����� ���������� ������������� ���������� ��������� � ����
������ ���������� ����� ����� ��������� T ∼ S ��������� ��� ���������� ����� C�
��� ��������� ����������� 1

C
S ≤ T ≤ CS� ���������� ������� ���������� ���������

������� �� � ���������� �� ����� ��� ������� ������� ������������ ������������������
�� ������������������ � ������� ��� ���� ������������ ��� � ��� ���� �������� � ����
������� �������� ���� ��������� ������� ������� ������������� ����� ���� ��������
� ������ ��� ������� ������� ��������� ��� ������������������ ������� ������ ���
��������� ������������ ����������� � ������� � �������� ��������� ������� �����
� ��������� ���� �������� ��� ����
������� � ����� 1 < p < ∞� f(x) � ���������������� �������������� ����������
���� ������� �� [0, 1]� ����� ����� ��������� �����������

∥a∥lp ∼
(∫ 1

0

xp−2(f(x))pdx

) 1
p

.

������� �������� ��������������� � � �������� ����������� �������� ��������
����������� ��������� ������������ ����� µ � ���� ������ �� [0, 1]� f � µ����������
������� �� [0, 1]� ����� ����� f ∗ �� ��������� �������������� ������������ �������
f � �����

f ∗(t) = inf{σ : µ{x ∈ [0, 1] : |f(x)| > σ} ≤ t}.

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������� ����



�� ����� ������� � ������� ������ � � ��

����������� � ����� 0 < p ≤ ∞ � 0 < q ≤ ∞� ����� ������������� ������� Lp,q

���������� ��������� ���� µ���������� �������� ��� ������� ������� ���������
����������

∥f∥Lp,q :=





(∫ 1

0

(
t
1
pf ∗(t)

)q
dt
t

) 1
q

��� 0 < p < ∞ � 0 < q < ∞,

supt t
1
pf ∗(t) ��� 0 < p ≤ ∞ � q = ∞.

����� lp,q ����� ���������� ���������� ������������ ������������ ����������������
����� ������� ������� � ��� ����������� ������� ���� �������� �� ������� ���� ����
�������� � ���� ������������� ��� ���� ����� ����� � �� ������� ����� � ������ ���
������ ������������� ������������������ ���� � α������������ ���������������
������ ���� ���� ���� �������� � ������ ���� ���� ����� ������ ��������������� ����
��� ������� � ��� ����������� ������� ��� ������������� � ����� ���� ����� ��� ��
��� � ��� ������� � ����� ������� � ����� 1 < p < ∞ 1 ≤ q ≤ ∞ � f(x) � ���������
�������� ��������������� ������������� ������� �� [0, 1]� �����

∥a∥lp,q ∼ ∥f∥Lp′,q ,

��� p′ = p
p−1

� ������� ��������� ��� ������� � ������ ���� ��� ��������� ����������
������� �� ���������� ����������� �������� ��� ����������� ��������� ���������
���

����������� � ����� f(x) ∈ L1(0, 1)� 0 < α < 1� ����� ���������

Iαf(x) = (Iα1−f)(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

x

f(t)

(t− x)1−α
dt ��� x < 1.

���������� ������� ���������� ��������������� ���� ����� ������� f ������� α�

��������� � ���� α = 0� ����� ��� ������� ���������� I0 ����� ��������� I0f(x) :=
f(x)�

����������� � ����� 0 < α ≤ 1� ����� ��������� ��� ��������������� ������� f
α���������� ���� ����������� ������Mα�� ���� I1−αf(x) �������� ���������������
��������� ����������� �������� �� [0, 1]�

���������� �������������� ������� ���������� �� ����������� ������� � ���� ���
������ � ��� ������� ������������ �� ������� α�������������� � ������ ������ ��
�������� ���� ������ ������� ��� �� ���� ����� ����� ���������

������� � ����� α ∈ (0, 1) � 1 < p < 1
α
� ����� ���������� ������� f ∈ Mα ������

��� (∫ 1

0

(
t

1
p′ f(t)

)q dt

t

) 1
q

< ∞,

� a = {an}∞n=0 /∈ lp,q� ���

an(f) =

∫ 1

0

f(x) cos πnx dx.

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������� ����



�� ���� �������

��������������� �����������

����� � ����� β ∈ (0, 1)� y ∈ (0, 1) �

an =

∫ y

0

cos πnx

xβ
dx, bn =

∫ y

0

sin πnx

xβ
dx

��� n ∈ N� �����
an ∼ C1(β)

n1−β
, bn ∼ C2(β)

n1−β
as n → +∞,

��� C1(β), C2(β) ̸= 0�

��������������� �� ������� ����������� ����� ��� ������������������ an� �����
���������� ��� ������������������ bn ����������� ������� nx �� t �������

an = nβ−1

∫ ny

0

cos πt

tβ
dt.

�������� ��������� �������

∫ ∞

0

cos πt

tβ
dt =

πβ

2Γ(β) cos πβ
2

,

� ������� C1(β) :=
πβ

2Γ(β) cos πβ
2

�

����� � ����� α ∈ (0, 1) � ������� g(t) ∈ L(0, 1) ������ ��� supp g ⊆
[
1
2
, 1
]
� �����

����� f(x) =
∫ 1

x
g(t)

(t−x)α
dt � an(f) =

∫ 1

0
f(x) cos πnxdx� �����

an(f) = an(g)γn + bn(g)δn + ξn + ζn,

��� γn ∼ C1(α)
n1−α � δn ∼ C2(α)

n1−α �� n → ∞� ��� |ξn + ζn| ≤ C(g,α)
n

�

��������������� �����

an(f) =

∫ 1

0

cos πnx

∫ 1

x

g(t)

(t− x)α
dt dx

=

∫ 1

0

g(t)

∫ t

0

cos πnx

(t− x)α
dx dt =

∫ 1

0

g(t)

∫ t

0

cos πn(t− y)

yα
dy dt

=

∫ 1

0

g(t) cos πnt

∫ t

0

cos πny

yα
dy dt+

∫ 1

0

g(t) sin πnt

∫ t

0

sin πny

yα
dy dt

=

∫ 1

0

g(t) cos πnt

∫ 1

0

cos πny

yα
dy dt−

∫ 1

0

g(t) cos πnt

∫ 1

t

cos πny

yα
dy dt

+

∫ 1

0

g(t) sin πnt

∫ 1

0

sin πny

yα
dy dt−

∫ 1

0

g(t) sin πnt

∫ 1

t

sin πny

yα
dy dt

= an(g)γn + ξn + bn(g)δn + ζn.

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������� ������� ����



�� ����� ������� � ������� ������ � � ��

�� ����� � ������� γn ∼ C1(α)
n1−α � δn ∼ C2(α)

n1−α ��� n → ∞� ������ ��� ��� supp g ⊆
[
1
2
, 1
]
�

��

|ξn| =
�����

∫ 1

1
2

g(t) cos πnt

∫ 1

t

cos πny

yα
dy dt

����� ≤
∫ 1

1
2

|g(t)|
����
∫ 1

t

cos πny

yα
dy

���� dt

≤ C(α)

n

∫ 1

1
2

|g(t)| dt = C(g,α)

n
.

���������� ����������� ����� � ��� ������������������ ζn� ����� � ���������

�������������� ������� �

��������� ����� g(x) ��������������� �������

g(x) =

{
0 ��� x ∈

[
0, 1

2

]
,

1
(x− 1

2
)1−δ ��� x ∈

(
1
2
, 1
)
,

��� δ ∈
(
0, 1

p
− α

)
�������� �������� ������� f(x) =

∫ 1

x
g(t)

(t−x)1−α dt ��� x ∈ [0, 1]� �����

��������� ����������������� g(t) � ��������� ���������

∫ 1

u

f(x)

(x− u)α
dx =

∫ 1

u

g(t)

∫ t

u

dx

(x− u)α(t− x)1−α
dt

=

∫ 1

u

g(t)

∫ 1

0

dv

vα(1− v)1−α
dt = C(α)

∫ 1

u

g(t) dt,

�� ��������� ��� I1−αf(x) � ��������������� �������� ����� �� ���� �� ��� �� �����
�� �������� ��� I1−αf(x) � ��������� ����������� �������� ������� f(x) ∈ Mα� ��
����� � �������� ��� an(f) = an(g)γn + bn(g)δn + ξn + ζn� ��� γn ∼ C1(α)

nα � δn ∼ C2(α)
nα ���

n → ∞� � |ξn + ζn| ≤ C(g,α)
n

�
������ �������� ����� �� �����

an(g) =

∫ 1

1
2

cos πnt
dt

(
t− 1

2

)1−δ
=

∫ 1
2

0

cos πn

(
u+

1

2

)
du

u1−δ

= cos
πn

2

∫ 1
2

0

cos πnu

u1−δ
du− sin

πn

2

∫ 1
2

0

sin πnu

u1−δ
du ∼ C(α)

nδ

��� n → ∞�
�������������� ���� α + δ < 1� ����� |an(f)| ≥ C

nα+δ ��� ���������� ������� n�
������ �� ������� δ ∈ (0, 1) ��� ����� p < 1

α+δ
� �����

∞∑

n=1

(
n

1
p |an(f)|

)q 1

n
≥ C(p, q,α)

∞∑

n=n0

nq( 1
p
−α−δ)−1 ≥ C(p, q,α)

∞∑

n=n0

n−1 = ∞,

����� {an(f)} /∈ lpq�

������� ������ ����� ����������� ��������� ������������ ������� ����
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� ������ ������� f(x) � ������������ �������� �������������� ����� 0 ≤ x ≤ 1
4

�����

0 ≤ f(x) =

∫ 1

x

g(t)

(t− x)1−α
dt ≤

∫ 1

1
2

g(t)

(t− x)1−α
dt ≤ 41−α

∫ 1

1
2

g(t) dt = C(α, g).

������ �����������
f ∗(t) ≤ C(g,α),

����������� ��� ���� t ∈ [0, 1]� ��������������

(∫ 1

0

(
t

1
p′ f ∗(t)

)q dt

t

) 1
q

≤ C(g,α)

(∫ 1

0

t
q
p′−1

dt

) 1
q

< ∞.

�������������� ������� � ����������
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