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� �������� ���������� ����� ���������� � ���������������� ������������� ����� ������

��� ����������� ������� ���������� ��������� �������� � �������� ����������� �������

��� ������ ������� ���������� ������� � ������� ����������� �������� K � ����� ������

� ����������� �������� ������������� µ, � ����� �������� ������ ������� �������� α �

��������� ��������� ����� ���������� T � ����������� �������� � ��������� ��������

��� ����������� ������� f(x). � ����������� �� ��������� ������ ������ � ���� ��������

������� ������������ ������� ��������� � ���������� ������� � ������������� ������
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����� ��������� ���������� ������� ���� ��������� �������� ������� �������� �� ���������� �������

��� �������� �� ���� ����� �� �������� ��������������� ������� ������� �� ����������� ��� ������

�������� ��� ��� ���� �������� �� ��� ���� ����������� ������������ ���� �������� ��������

����������� ��� ������� �� ������ �� ��� ������ �� �������������� �� ��� �������� ����������� ���

������ �� ����������� �� ��������� ��� ����������� ������������ ��� ��������� ������ �������

�� ��������� � ����� ������ �� ��������� �������� ��� ���� ���������� ��� �������� ���� ��

���������� ���� �� ��� ������ �� ����� �� ��� ��������� K, ��� �������������� ��������� µ, ���

��������� α �� ��� �������� ����������� ����������� ���� T. �� ���� ������������ ��� ��������

���� �������� ��������� �� ������� ������ �������� f(x) ��� ������������� �� ���� �������� �����
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��� �������������� ������������� �������� ��������� �������������� ��� ����������

����� ������� ������ ����� ������ ���������� ������� �� ����� �������������� ���� �������

�� K � ��������� ������ µ � ������������� ����������� ��������� ��������� �������� α
����������� T ������ ����� ������� ���� f(x) �������� ���������� ������� ������ �����

���� ���� ������� ������� ������ �������������� ����������� �� ������� ����������

�������� ���������� �������� �������� �������� ������ ���������� ������������ �������

�� ������ ����������� ������� ����������� ��� ��������� ���������� �� ���������������

��������� ������� �����������

����� ������� ���� ����� ������������ �������� �������� ���� ��������� ����� �����������

����� ������� �������������� �������������� ���������� ������

��������

� ������ ������ ��������� ������������ ���������������� ��������� ����������
����� f(x) ∈ L2[0, 1] � ��������� ����������� ������� ������ ��� ��������� ���������
���������





ut = uxx + f(x), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )

u(x, 0) = 0,

ux(0, t) = ux(1, t) + αu(1, t),

u(0, t) = 0.

���

��� ���� �������� �������������� ���������� ���������� ��������� ����������
����

u(x, T ) = ψ(x), ���

��� �������� α � ������������� ������ � ψ(x) � �������� ��������
�������������� ������������� ������������ ��������� ����������� �������

� ��������� �������� �������� ��� ��������� ��������������� ���� ������ �� ����
��� ������������ ����������� ������������� �������� ������ ��������� ���������
�������������� �������� ��� ���� ���������� ������������ ������������� ��������
��� � ������ ���� ��������� �������������� ������� ���������� ������ � ������������
��������� �������� � ������������ ������� ������ � ���� �������������� ������
���� ���� � �������� ���� ����������� ������� ������� �������� ��������� �������
����� �� ����� � ������ �������� ����� �������� ����� � ������������ ���������
�������� � ��������� ����� ������������� � ���������� ��� ������� �������� �����
������ ��������������� � ������� ������ ������� � ��������� ���������� ����������
������������� ����������� ��������� ������� ���� ����� �� ������������

���������� �������� ������ ������������� ������ ����� ��� ��������� ���������
�������� �� ��������� ���������� ����������� ��� ����������� ������� ��������
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����� �������������� ���� � ������ ���� � ���� ������ �������� ���������� � ��������
��� ������ ��������� � ������ ��� � ������� ������������������ ���������� ������ ���
������� ��������� ��������� α� ��� ��������� ��� ����������� ������� ������� �����
�� �������� ������ ����������� � ��� ��������� ����������� ���������� �������
��������� ���������� ����� ����������� ��������

� ������ ������ �� ����������������� ������ � �������� ������������ ��������
��� ����� � ����������� ����� ������������� ��� ������������� ����������� �������
�� ��������� ���� ������� ��������� � ������ ���� � �������������� �������������
����� ������ ��� ������ � ������������ �������� ���������� � ������� �� ����� �
������ ������ �� ��������� ����� � ������ ��������� ��������� � �����������
������� ��������

������� ������ ������

���������� ������ ����� ��� ������ ������ �������� � ������������ ������ ���
��������� l, ��������� ���������������� ���������� � �������� ����������

l(y) ≡ −y′′(x) = λy(x), 0 < x < 1,
y′(0) = y′(1) + αy(1), y(0) = 0.

���

� ������ ��� ��������� ��� �� ������ ����������� ������� ����� ��������� ������
����������� ��������� ����� ���������� ���������� ��� ������� �������� � �������
������� �������� ����������� ���������� �� ������ ������������ ������ ��� ����� ���
����� ����������� ���������

λ
(1)
k = (2πk)2, k = 1, 2, . . .

λ
(2)
k = (2βk)

2, k = 0, 1, 2, . . .
���

����� βk � ����� ��������� tg(β) = α/2β, β > 0, πk < βk < πk +
π

2
, k = 0, 1, . . . .

δk = βk − πk

����������� ������� ������ ��� ����� ����

y
(1)
k (x) = sin(2πkx), k = 1, 2,

y
(2)
k (x) = sin(2βkx), k = 0, 1, 2 . . .

���

����������� �� ��� ��������������� ������� ������������ ��������� ��������

y0(x) = y
(2)
0 (x)(2β0)

−1,

y2k(x) = y
(1)
k (x),

y0(x) = (y
(2)
k (x)− y

(1)
k (x))(2δk)

−1, k = 1, 2 . . .

���

�������� ����� ����� � L2(0, 1)� � ��������������� � ��� �������� �������

v0(x) = 2β0v
(2)
0 (x), v2k(x) = v

(2)
k (x) + v

(1)
k (x), v2k−1(x) = 2δkv

(2)
k (x) k = 1, 2 ���

������� ������ ����� ����������� ��������� ����������� ����������
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����������� �� ����������� ������� ����������� � ��� �������

v
(1)
k (x) = c

(1)
k cos(2πkx+ γk), k = 1, 2, . . .

v
(2)
k (x) = c

(2)
k cos(βk(1− 2x)), k = 0, 1, 2, . . .

���

��� γk = arctan
( α

2πk

)
, k = 1, 2, . . . .

����� ��������� c
(1)
k , c

(2)
k ���������� �� ����������� ����������������� (y

(j)
k , v

(j)
k )=1

j = 1, 2 � ����������� �� ��������� ���������

c
(1)
k = − 1

1∫
0

sin(2πkx) cos(2πkx+ γk)dx

,

c
(2)
k = − 1

1∫
0

sin(2βkx) cos(βk(1− 2x))dx

,

c20 =
1

1∫
0

sin(2β0x) cos(β0(1− 2x))dx

.

���

� ������ ��� ��������� ���������� ������� ������ ��� � ��� � ���������� ���������
����������� ������� � ���������� ���� ������������� ������ ������� ������ ������
�������������� � ���� ��������������� ������

u(x, t) =
∞∑

k=0

uk(t)yk(x),

f(x) =
∞∑
k=0

fkyk(x),

����

����

uk(t) = (u(x, t), vk(x)), fk = (f(x), vk(x)). ����

���������� ���� � ��������� ��� � ������ ���� ��� ���������� ����������� �������
uk(t) �������� ��������� �������

u′
0(t) + λ

(2)
0 u0(t) = f0, u0(0) = 0,

u′
2k−1(t) + λ

(2)
k u2k−1(t) = f2k−1, u2k−1(0) = 0,

u′
2k(t) + λ

(1)
k u2k(t) = −λ

(2)
k − λ

(1)
k

2δk
u2k−1(t) + f2k, u2k(0) = 0.

����

����� ������ ���� �������� ������� ��� ������� uk(t) :

u0(t) =
f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 t),

u2k−1(t) =
f2k−1

λ
(2)
k

(1− e−λ
(2)
k t),

u2k(t) =
(λ

(2)
k − λ

(1)
k )

2λ
(2)
k λ

(1)
k δk

f2k−1(1− e−λ
(1)
k t)− f2k−1

2λ
(2)
k δk

(e−λ
(2)
k t − e−λ

(1)
k t)+

+f2k
(1− e−λ

(1)t
k )

λ
(1)
k

, k = 1, 2, . . .

����

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������ ����������
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������� ����� ���� ����� �������������� ��� ��������� ������������� ������� �
����� ��� ������� ������ ������ ��� ���������� ������������� ���������

���������� ������ ���������� � ��������������� ��� ������� ��������

������

������� ������� ������ ������ ���� � ��������� �����

u(x, t) =
y0(x)f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 t) +

∞∑

k=1

{y2k−1(x)f2k−1

λ
(2)
k

(1− e−λ
(2)
k t)

}
+

+
∞∑
k=1

{
y2k(x)

[f2k−1(λ
(2)
k − λ

(1)
k )

2λ
(1)
k λ

(2)
k δk

(1− e−λ
(1)
k t)− f2k−1

2λ
(2)
k δk

(e−λ
(2)
k t − e−λ

(1)
k t)+

+
f2k

λ
(1)
k

(1− e−λ
(1)
k t)

]}
.

����

����� �� ����� �� ������� ����� ��� ������������ ������� ������ ��� t = T
����� ����

u(x, T ) =
y0(x)f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 T ) +

M∑

k=1

{y2k−1(x)f2k−1

λ
(2)
k

(1− e−λ
(2)
k T )

}
+

+
M∑
k=1

{
y2k(x)

[f2k−1(λ
(2)
k − λ

(1)
k )

2λ
(1)
k λ

(2)
k δk

(1− e−λ
(1)
k T )− f2k−1

2λ
(2)
k δk

(e−λ
(2)
k T − e−λ

(1)
k T )+

+
f2k

λ
(1)
k

(1− e−λ
(1)
k T )

]}
.

����

�������� ������������ fi, i = 1, . . . , K, ���� ����� ��������� �����

y0(x)f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 T ) +

K∑

i=1

{y2i−1(x)f2i−1

λ
(2)
i

(1− e−λ
(2)
i T )

}
+

+
K∑
i=1

{
y2i(x)

[f2i−1(λ
(2)
i − λ

(1)
i )

2λ
(1)
i λ

(2)
i δi

(1− e−λ
(1)
i T )− f2i−1

2λ
(2)
i δi

(e−λ
(2)
i T − e−λ

(1)
i T )+

+
f2i

λ
(1)
i

(1− e−λ
(1)
i T )

]}
≡

K∑
i=0

fiFi(x)

����

��������� ������� � ������ ������������ ����� ���������� ������� ψ(x). � �
�������� ������������� ������� �������� ������ ���������� ��������

f̃(x) =
K∑

i=0

fiyi(x) = f0y
(2)
0 (x)(2β0)

−1+

+
K∑
i=0

{
f2iy

(1)
2i (x) + f2i−1(y

(2)
2i−1(x)− y

(1)
2i−1(x))(2δ2i−1)

−1
}
.

����

��� ������� �������� ������ ����� ������������� ����� ����������� ��������

������� ������ ����� ����������� ��������� ����������� ����������
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���� ������� �����

J(f0, f1, . . . , fK) =
1

2

1∫

0

[ K∑

i=0

fiFi(x)− ψ(x)
]2
dx+

µ

2

K∑

i=0

f 2
i → min

f̄
J(f̄)

i = 0, 1, . . . , K

����

� ������ ������ ���������� ������� ������������ ����� ������������ ����� ����
��� ���������� � ��������������� ���������� �� ���������������� ����������� ���
��� �� ����� ������ � �������������� ����� ������ ������ �������������� �� �������
���� �� ������������ ������� ��������� � ������� ���������� ���� ������ ���������
��� ����������� �� ������ ����������� ������� ������� ��� ������ �����������
������������

∂J(f0, f1, . . . , fK)

∂fj
=

K∑

i=0

fi

1∫

0

Fi(x)Fj(x)dx−
1∫

0

ψ(x)Fj(x)dx+ µfj = 0

i = 0, 1, . . . , K

����

����������� ��������� ���� ����� �������� ������� �������� ��������� ��� ���
�������� ������� ������������� f0, f1, . . . , fK :

A
−→
f = b, ����

��� ������� � ������ ����� b ������ ������������

Aij = µδi,j +

1∫

0

Fi(x)Fj(x)dx = 0, ����

bj =

1∫

0

ψ(x)Fj(x)dx, ����

��� δi,j � ������ ����������
����� ������� ���� ��� ������ µ ������� ������������ ������� �������� �������

��������� ����������

��������� ���� ����� ��� ���������� ���� �������� ��� ������ �������������
���������� �������

�������� ���������� ������� �� ��������� ������
�� �������� ��������� ������� α, T, µ
�� ����������� �������� λ

(1)
i , λ

(2)
i , i = 1, . . . , K. �������� K �� ����� ������ 50.

�� �������� ������ ������ � ����������� ������������� ������ �� ������� ���� �
�����

�� ��������� ������������ ������� A � ������ ����� b �� �������� ���� � �����
�� ������ ������� ��������� ���� � ������� f0, f1, . . . , fK .

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������ ����������



��������� ����� ������� �������� ������ � � � ��

�� ������� ���� �������� ��� ���� ������� ������� ������������ ���� ��������
������ ��������� �� ��� ���� ����� ����� �������� ����� ������ � ������������ �����
������������� ��������� ��� ������� ������ ������ ��� �������������� ��������� ���
���������� ��� ��������� ��� ������������ ������ � ��������� ��������� ���������
����������� � ������������ ��������� ���������� �� ������� ������ ���� ��������
������� ��� �������� ����� ������� ������ ����� ������������ ����� ������ ��� �����
��� yk(x). �� ������� � ������� ��������� �������� ����� ������� ������� ���������
y1(x), � ������� ���������� �������� f(x) = (sin(2β1x) − sin(2πx))(2δ1)

−1, ��� �����
������ �������� β1 = 3.29, δ1 = 0.15, α = 1, T = 1, K = 50, µ = 1 · 10−11. ��������
�������������� ��������� 4.85%. �� ������� � � �������� ������� ������� �������
������ ��������� ������� ������ y2(x) = sin(4πx) ��� ���� �� ���������� ��������
�������� �������������� ��������� 4.68%.

������� � � ��������� � ������������� ��������� ������ ����� ������ ��������

f(x) = (sin(2β1x)− sin(2πx))(2δ1)
−1

������� � � ��������� � ������������� ��������� ������ ����� ������ �������� f(x) = sin(4πx)

������� ������ ����� ����������� ��������� ����������� ����������



�� ���� ������� ���� ��������� ���� ����������

��� ����������� ������� � ��������� ������������� ������ ������ �� ��������
���� ������� ������ ����� �������� ������������ �� ��������

f(x) = A exp(−(x− x1)
2

ω
).

��� �������� ������� ���������� ������������� µ � ����� �������� K �� ����
�������� ��������� ������ ���������� ������� f(x). �� ������� � �� ����������
��������� �������������� ��� ���������� ��������� α = 10, T = 1, K = 50, µ = 1 · 10−5,
A = 1, x1 = 0.5, ω = 0.22. ������������� �������� �������������� ��������� ������
19%.

������� � � �������������� ������� ���������

�� ������� � �������� ���������� ��������� ������������� µ �� 1 ·10−11. ��������
�������������� ��� ���� ��������� 18%.

������� � � ��������� �������������� ��� ���������� ��������� �������������

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������ ����������



��������� ����� ������� �������� ������ � � � ��

����� �������� ������� �������� ������������� �������������� ��� ������� ���
����� ��������� �������������� � ����������� �������� �������� ���������� ����
������ �������� µ, ������ 10−11. ����� ������ �� ����������� ������� �������� K
�� �������� ��������������� ���������� ��� ��� ������� ������ ������ ���������� K
����������� �� ������ �� �������� ��������������� ������� ���� ��������� � K =
10, 20, 30, 50, 100. �� ���� ���� ������� ���������� ����� ���� � �� �� �������������
�������� ���������������

������� ������������ ��������� ����������� ������� �� ���������� ��������
�� ���� �������� ���������� ���������� �� �������� ���������� ���������������
������� ���������� �����

������� � � �������������� ��������� ������� ���������� ������ �������� ��� α = 1, T = 1,

K = 50, µ = 1 · 10−9.

�� ������� � �������� �������������� ��������� �������� ������� ������������
������� ��������� ��� α = 10, T = 1, K = 50, µ = 1 · 10−11 � ������������� �������
�������������� 10%.

������� � � �������������� ��������� ������� ����������

������� ������ ����� ����������� ��������� ����������� ����������
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����� �������� ��������� ������������ � ������������� ���������� ������� �����
��� ����������� ��� ����� ���������� ������������ ����������� � ��������� �������
������� � ��������� ������������ ������� ���������� ���� ���������

����������

��� �������� ���� ������� ���� �������� ��������� � ���������������� ������ ��� ��

��� ��� ���� �������� ��� ��������� �� ������������ �������� ������ ����������������� � ��� ���� ����� � ��� ��

��� ������ ���� ������� ����� ������� ������ ������ ���������������� � �������������� ������� ��������� �� ����
������� ���������� ����� � � ��� � �� ��������

��� ����� ���� ������������ ��������� ����� � �������������� ������� ��������� �� ������������ ������������ �
�������������� ����� � �� �� � �� � �� ��������

��� ����� ���� �� ����� ��������� ���������������� ����� ��� ��������� ����������������� �� ���������� �����
������ ����� � ������ � �� ��������

��� ������ ��� ��������� ���� �� ����� ����������� ������ ����������� ����������� � ��������� ���������� ������
�� �������� ������ ����������� ����� � � �� � �� ������

��� ������ ����� ���������� ���� �������� ������� �������� ������ ��� ��������� ��������� �� ����� � �������
������������ ����������� ����������������� �������������� ������������ � ������� ����� � �� ��������

��� ��������� ����� ���������� ����� ����������� ����� ������� ���� �������������� ������ ����������� ����
������� � ��� ������ ����� � ��� ��

��� ������� ����� ������� ���� ������ ������� ������������ ������ � ��� ������ ����� � ��� ��

���� �������� ���� �������������� ������������� ���������� ����� �� ��������� ���������� ������������ ���������

������ � ������� ���� ����� ����������������������� ����� � � ����� � ���� �� � �� ������

����������

��� �������� ���� ������� ���� �������� ��������� � ���������������� ������ ��� ��

��� ��� ����� �������� ��� ��������� ��� ������������� ��������� ������� ����������������� � ��� ���� ����� � ��� ��

��� ������ ���� �������� ����� ������� ������� ������ ���������������� � ��������������� �������� ��������� �� ����������
����������� ����� � �� ��� � �� ��������

��� ����� ����� ����������� ��������� ������ � ��������������� �������� ��������� �� ������������� ������������� �
�������������� ����� � �� �� �� �� � �� ��������

��� ����� ����� �� ����� ��������� ����������������� ������ ���� ���������� ����������������� �� ���������� �����������
����� � ������ � �� ��������

��� ������ ��� ���������� ���� �� ����� ���������� ������� ������������ ������������ � ��������� ����������� ������ ��
��������� ������ ����������� ����� � �� �� � �� ������

��� ������ ����� ���������� ���� �������� ��������� �������� ������� ���� ���������� �������� �� ������ � ��������
������������� ������������ ����������������� ���������������� ������������ � ������� ����� � �� ��������

��� ���������� ����� ����������� ����� ����������� ����� ��������� ���� ���������������� ������� ����������� �����������
� ��� ������ ����� � ��� ��

��� ������� ����� ������� ����� ������� ��������� ������������� ������� � ��� ������ ����� � ��� ��

���� �������� ���� �������������� �������������� ����������� ����� �� ����������� ����������� ������������� �����������

������ � ������� ���� ������ ������������������������ ����� � �� ����� � ���� �� � �� ������

���� ��������� ����� ��������� ������������ ���������� �������� ������� ������ ����������


