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Задачи Дирихле и Пуанкаре в многомерной
области для одного класса сингулярных гиперболических уравнений

На плоскости было показано, что одна из фундаментальных задач математической физики
- изучение колеблющейся струны некорректна, когда краевые условия заданы на всей гра-
нице области. Как доказано далее, задачи Дирихле некорректна не только для волнового
уравнения, но и для общих гиперболических уравнений. В работах автора изучены задачи
Дирихле и Пуанкаре для линейных многомерных гиперболических уравнений, где показаны
корректность этих задач, существенна зависять от высоты рассматриваемой цилиндрической
области. В данной работе найден многомерный область в которой, задачи Дирихле и Пуан-
каре разрешимы для одного класса сингулярных гиперболических уравнений.
Ключевые слова: разрешимость задач, многомерная область, сингулярные уравнения, си-
стема уравнений.

Aldashev S.A.
Dirichlet and Poincare in the multidimensional field for

a class of singular hyperbolic equations

It has been shown in a plane that one of fundamental problems of Math Physics, i.e. studying the
behavior of a hesitating string, is not correct when boundary conditions are given on the whole
boundary of the domain. As it is shown below, Dirichlet problem is incorrect not just for a wave
equation but for general hyperbolic equations. In the works of the author studied the Dirichlet and
Poincar? problem for linear multidimensional hyperbolic equations, which shows the correctness of
these tasks, depending essentially on the height of the considered cylindrical domain.In this paper
we find multi-dimensional area in which the Dirichlet and the Poincare problem solved for a class
of singular hyperbolic equations.
Key words: solvability problems, multidimensional domain, singular equations, system equations.

Алдашев С.А.
Cингулярлық гиперболалық теңдеулерге көп өлшемдi облыста

Дирихле және Пуанкаре есептерi

Математикалық физиканың негiзгi есептерiнiң бiрi – iшектiң тербелiсiн зерттеу. Егерде зерт-
теу облысының барлық шекарасында мән берiлсе, онда бұл есеп жазықтықта бiршешiмдi
емес екен. Кейiн көрсетiлгендей, Дирихле есебi тек қана толқын теңдеуiне емес, және де басқа
сызықтық гиперболалық теңдеулерге де бiршешiмдi болмай шықты. Автордың жұмыстарын-
да сызықтық көп өлшемдi гиперболалық теңдеулерге Дирихле және Пуанкаре есептерi зерт-
телген. Бұл есептердiң бiршешiмдiлiгi, қарастырылған цилиндрлiк облыстың биiктiгiне тiке-
лей байланысты екендiгi дәлелденген. Бұл жұмыста сингулярлық гиперболалық теңдеулерге
көп өлшемдi облыс табылған, онда Дирихле және Пуанкаре есебiнiң шешiмдiлiгi дәлелденген.
Түйiн сөздер: есептер шешiмдiлiгi, көп өлшемдi, облыс, сингулярлық теңдеулер, теңдеулер
жүйесi.

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series №4(92)2016



Задачи Дирихле и Пуанкаре в многомерной . . . 21

1 Введение

На плоскости было показано, что одна из фундаментальных задач математической фи-
зики - изучение колеблющейся струны некорректна, когда краевые условия заданы на
всей границе области. Как показано далее, задачи Дирихле некорректна не только для
волнового уравнения, но и для общих гиперболических уравнений.

Проблема корректности краевых задач с данными на всей границе области для ги-
перболических уравнений была объектом исследований многих авторов на плоскости
[1− 5] и в пространстве [6− 10]. Задачи Дирихле и Пуанкаре в цилиндрической области
для многомерных сингулярных гиперболических уравнений изучались в [11, 12].

В данной работе найден многомерный область в которой, задачи Дирихле и Пуанкаре
разрешимы для одного класса сингулярных гиперболических уравнений.

2 Постановка задачи и результат

Пусть Ω− конечная область евклидова пространства Em+1 точек (x1, ..., xm, t), ограни-
ченная при t > 0 конической поверхностью K : t = φ(r), φ(0) = φ(1) = 0,
φ(r) ∈ C1([0, 1]) ∩ C2((0, 1)), |φ′(r)| < 1, φ′(r) ̸= 0 и плоскостью t = 0 где r = |x|− длина
вектора x = (x1, ..., xm). Через S обозначим множество {t = 0, 0 < |x| < 1} точек из Em.

В области Ω рассмотрим многомерные сингулярные гиперболические уравнения

Lu ≡ ∆xu− utt +
m∑

i=1

ai(x, t)uxi
+ b(x, t)ut −

α

t
ut + c(x, t)u = 0, (1)

где ∆x− оператор Лапласа по переменным x1, ..., xm, m ≥ 2, α− действительное число.
Через uα(x, t) обозначим решение уравнения (1) при данном α.
В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, ..., xm, t к сферичес-

ким r, θ1, ..., θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θi ≤ π, i = 2, 3, ...,m− 1, θ = (θ1, ..., θm−1).
В качестве многомерных задач Дирихле и Пуанкаре рассмотрим следующие
Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Ω из класса C(Ω \ S) ∩ C2(Ω),

удовлетворяющее краевым условиям

uα

���
S
= τ(r, θ), uα

���
K
= σ(r, θ), α < 1; (2)

uα

ln t

���
S
= τ(r, θ), uα

���
K
= σ(r, θ), α = 1; (3)

(tα−1uα)
���
S
= τ(r, θ), uα

���
K
= σ(r, θ), α > 1. (4)

Задача 2. Найти решение уравнения (1) в области Ω из класса C(Ω̄ \ S) ∩ C2(Ω),
удовлетворяющее краевым условиям

lim
t→0

tα(uα − uα,2)t = ν(r, θ), uα

���
K
= σ(r, θ), α < 1; (5)

lim
t→0

t(ln t)2
(
uα − uα,1

ln t

)

t

= ν(r, θ), uα

���
K
= σ(r, θ), α = 1; (6)
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lim
t→0

t2−α[tα−1(uα − uα,2)]t = ν(r, θ), uα

���
K
= σ(r, θ), α > 1, (7)

где uα,1(r, θ, t), uα,2(r, θ, t) вполне определенные функций, зависящие от ν(r, θ).
Пусть

{
Y k
n,m(θ)

}
− система линейно независимых сферических функций порядка n,

1 ≤ k ≤ kn, (m − 2)!n!kn = (n + m − 3)!(2n + m − 2), W l
2(S), l = 0, 1...− пространства

Соболева.
Имеет место ([13])
Лемма 1. Пусть f(r, θ) ∈ W l

2(S). Если l ≥ m− 1, то ряд

f(r, θ) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y

k
n,m(θ), (8)

а также ряды, полученного из него дифференцированием порядка p ≤ l−m+1, сходятся
абсолютно и равномерно.

Лемма 2. Для того, чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S), необходимо и достаточно, чтобы коэффи-

циенты ряда (8) удовлетворяли неравенствам

|f 1
0 (r)| ≤ c1,

∞∑

n=1

kn∑

k=1

n2l|fk
n(r)|2 ≤ c2, c1, c2 = const.

Через eakin(r, t), akin(r, t),
ebkn(r, t), eckn(r, t), ρkn, τ̄

k
n(r), ν̄

k
n(r), σ̄

k
n(r), обозна-

чим коэффициенты разложения ряда (8), соответственно функций
ai(r, θ, t)ρ(θ), ai

xi

r
ρ, b(r, θ, t)ρ, c(r, θ, t)ρ, ρ(θ),

i = 1, ...,m, τ(r, θ), ν(r, θ), σ(r, θ), причем ρ(θ) ∈ C∞(H), H− единичная сфера в Em.
Пусть p ≥ 0− наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенствам α + 2p ≥

≥ m− 1, если α ≤ 0 и 2− α+ 2p ≥ m− 1, если α ≥ 2; q ≥ 0− наименьшее целое число,
удовлетворяющее неравенствам 2 − α + 2q ≥ m − 1, если 0 < α ≤ 1 и α + 2q ≥ m − 1,
если 1 ≤ α < 2; а также s такое, что s = [−α

2
], если α ≤ 0 и s = [−α

2
− 1], если α ≥ 2, где

[α]− целое часть числа α.
Введем обозначения β = max{s+ 1, p}, γ = max{s+ 1, q}.
Теорема. Если ai(r, θ, t), b(r, θ, t), c(r, θ, t) ∈ W l

2(Ω), i = 1, ...,m, l ≥ m + 1 и τ(r, θ) =
r4τ ∗(r, θ), ν(r, θ) = r4ν∗(r, θ), σ(r, θ) = r4σ∗(r, θ), τ ∗(r, θ) ∈ W β

2 (S), ν∗(r, θ) ∈ W γ
2 (S),

σ∗(r, θ) ∈ W s+1
2 (S), при α ≤ 0 и α ≥ 2; τ ∗(r, θ), ν∗(r, θ), σ∗(r, θ) ∈ W q+1

2 (S) при 0 < α ≤ 1
и 1 ≤ α < 2, то задача 1 и 2 имеет решение.

3 Сведения задачи 1 и 2 к двумерным задачам для сиситем дифференциаль-
ных уравнений

В сферических координатах уравнение (1) имеет вид

Lαu ≡ urr +
m− 1

r
ur −

1

r2
δu−utt+

m∑

i=1

ai(r, θ, t)uxi
+ b(r, θ, t)ut−

α

t
ut+ c(r, θ, t)u = 0, (9)

δ ≡ −
m−1∑

j=1

1

gj sin
m−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 ∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1... sin θj−1)

2, j > 1.
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Известно ([3]), что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+m−
−2), n = 0, 1, ... , каждому из которых соответствует kn ортонормированных собствен-
ных функций Y k

n,m(θ).
Искомое решения задач будем искать в виде

uα(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

ūk
α,n(r, t)Y

k
n,m(θ), (10)

где ūk
α,n(r, t)− функции, подлежащие определению.

Подставив (10) в (9), умножив полученное выражение на ρ(θ) ̸= 0 и проинтегрировав
по единичной сфере H, для uk

α,n получим ([12, 14])

ρ10ū
1
α,0rr − ρ10ū

1
α,0tt +

(
m− 1

r
ρ10 +

m∑
i=1

a1i0

)
ū1
α,0r + b̃10ū

1
α,0t −

αρ10
t

ū1
α,0t + c̃10ū

1
α,0+

+
∞∑
n=1

kn∑
k=1

{
ρknū

k
α,nrr − ρknū

k
α,ntt +

(
m− 1

r
ρkn +

m∑
i=1

akin

)
ūk
α,nr + b̃knū

k
α,nt −

αρkn
t

ūk
α,nt+

+

[
c̃kn −

λnρ
k
n

r2
+

m∑
i=1

(ãkin−1 − nakin)

]
ūk
α,n

}
= 0.

(11)

Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ10ū
1
α,0rr − ρ10ū

1
α,0tt +

m− 1

r
ρ10ū

1
α,0r −

α

t
ρ10ū

1
α,0t = 0, (12)

ρk1ū
k
α,1rr − ρk1ū

k
α,1tt +

m−1
r

ρk1ū
k
α,1r −

α

t
ρk1ū

k
α,1t −

λ1

r2
ρk1ū

k
α,1ū

k
α,1 =

= − 1

k1

(
m∑
i=1

a1i0ū
1
α,0r + b̃10ū

1
α,0t + c̃10ū

1
α,0

)
, n = 1, k = 1, k1,

(13)

ρknū
k
α,nrr − ρknū

k
α,ntt +

m− 1

r
ρknū

k
α,nr −

α

t
ρknū

k
α,nt −

λn

r2
ρknū

k
α,n = − 1

kn

kn−1∑
k=1

{
m∑
i=1

akin−1ū
k
α,n−1r+

+b̃knū
k
α,n−1t +

[
c̃kn−1 −

m∑
i=1

(ãkin−2 − (n− 1)akin−1)

]
ūk
α,n−1

}
, k = 1, kn, n = 2, 3... .

(14)
Суммируя уравнение (13) от 1 до k1, а уравнение (14) - от 1 до kn, а затем сложив

полученные выражения вместо с (12), приходим к уравнению (11).
Отсюда следует, что если

{
ūk
α,n

}
, k = 1, kn, n = 0, 1, ....− решение системы (12) - (14),

то оно является решением уравнения (11).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (12)-(14) можно представить в

виде

ūk
α,nrr − ūk

α,ntt +
m− 1

r
ūk
α,nr −

α

t
ūk
α,nt −

λn

r2
ūk
α,n = f̄k

α,n(r, t), (15)

где f̄k
α,n(r, t) определяются из предыдущих уравнений этой системы, причем f̄ 1

α,0(r, t) ≡
≡ 0.

Произведя в (15) замену ūk
α,n(r, t) = r

(1−m)
2 uk

α,n(r, t) получим

Lαu
k
α,n = uk

α,nrr − uk
α,ntt −

α

t
uk
α,nt +

λ̄n

r2
uk
α,n = fk

α,n(r, t), k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (16α)
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λ̄n =
(m− 1)(3−m)− 4λn

4
, fk

α,n(r, t) = r
(m−1)

2 f̄k
α,n(r, t).

Далее, из краевых условий (2)-(7) для функций uk
α,n(r, t) в силу (10), с учетом леммы

1, соответственно, будем иметь

uk
α,n(r, 0) = τ kn(r), u

k
α,n(r,φ(r)) = σk

n(r), α < 1, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (17)

(
uk
α,n

ln t

)���
t=0

= τ kn(r), u
k
α,n(r,φ(r)) = σk

n(r), α = 1, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (18)

(tα−1uα,n)
���
t=0

= τ(r, θ), uk
α,n(r,φ(r)) = σk

n(r), α > 1, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (19)

limt→0 t
α(uk

α,n − uk,2
α,n)t = νk

n(r), uk
α,n(r,φ(r)) = σk

n(r), α < 1,

k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,
(20)

lim
t→0

t(ln t)2

(
uk
α,n − uk,1

α,n

ln t

)

t

= ν(r, θ), uk
α,n(r,φ(r)) = σk

n(r), α = 1,

k = 1, kn, n = 0, 1, ...,

(21)

lim
t→0

t2−α[tα−1(uk
α,n − uk,2

α,n)]t = ν(r, θ), uk
α,n(r,φ(r)) = σk

n(r), α > 1,

k = 1, kn, n = 0, 1, ...,
(22)

τ kn(r) = r
(m−1)

2 τ̄ kn(r), ν
k
n(r) = r

(m−1)
2 ν̄k

n(r), σ
k
n(r) = r

(m−1)
2 σ̄k

n(r).

Таким образом, задачи 1 и 2 сведены к двумерных задачам для систем дифферен-
циальных уравнений (12)-(14). Решение этих задач будем изучать в п.4 и п.5.

Наряду с уравнением (16α) рассмотрим уравнение

L0u
k
0,n ≡ uk

0,nrr − uk
0,ntt +

λ̄n

r2
ūk
0,n = fk

n(r, t), (160)

которое с помощью замены переменных ξ = r+t
2
, η = r−t

2
сводится к уравнению

Muk
0,n ≡ uk

0,nξη +
λ̄n

(ξ + η)2
uk
0,n = fk

n(ξ, η), (23)

fk
n(ξ, η) = fk

0,n(ξ + η, ξ − η).

Решение задачи Коши для (23) с данными

uk
0,n(ξ, ξ) = τ kn(ξ),

(
∂uk

0,n

∂ξ
− ∂uk

0,n

∂η

)����ξ=η = νk
n(ξ), 0 ≤ ξ ≤ 1

2

имеет вид ([14])

uk
0,n(ξ, η) =

1

2
τ kn(η)R(η, η; ξ, η) +

1

2
τ kn(ξ)R(ξ, ξ; ξ, η) +

1√
2

ξ∫
η

[νk
n(ξ1)R(ξ1, ξ1; ξ, η)−

−τ kn(ξ1)
∂

∂N
R(ξ1, η1; ξ, η)|ξ1=η1 ]dξ1 +

ξ∫
1
2

η∫
0

fk
n(ξ1, η1)R(ξ1, η1; ξ, η)dξ1dη1, ,

(24)
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где τ kn(ξ) = (2ξ)
(m−1)

2 τ̄ kn(2ξ), ν
k
n(ξ) = (2ξ)

(m−1)
2 ν̄k

n(2ξ), R(ξ1, η1; ξ, η) =

Pµ[
(ξ1−η1)(ξ−η)+2(ξη+ξ1η1)

(ξ1+η1)(ξ+η)
] = Pµ(z)− функция Римана для уравнения Muk

0,n = 0 [15],

а Pµ(z)− функция Лежандра, µ = n+ (m−3)
2

,

∂

∂N

���
ξ=η

=
1√
2

(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

) ���
ξ=η

.

4 Функциональная связь между решениями задачи Коши для уравнений
(16α) и (160).

Сначала приведем некоторые свойства оператора Lα, которые необходимы для дальней-
ших исследований.

10. Если uα− решение уравнения Lαu = 0, то функция

u2−α = tα−1uα (25)

является решением уравнения L2−αu = 0.
20. Если uα− решение уравнения Lαu = 0, то функция

1

t

∂uα

∂t
= uα+2 (26)

будет решением уравнения Lα+2u = 0.
30. Оператор Lα обладает свойством

Lαuα = t1−αL2−α(t
α−1uα). (27)

Указанные свойства установливаются аналогично тому, как они были доказаны для
многомерного уравнения Эйлера-Дарбу-Пуассона ([17− 16])

∆xu− utt −
α

t
ut = 0. (28)

Из равенства (25) имеем u2−α−2p = tα+2p−1uα+2p к которому применив p раз формулу
(26), а затем (25), получим

u2−α =

(
1

t

∂

∂t

)p

(tα+2p−1uα+2p). (29)

Соотношение (29) является фундаментальной формулой ([17− 16]) для решения за-
дачи Коши.

Пусть p ≥ 0, q ≥ 0− наименьшие целые числа, удовлетворяющие неравенствам α +
2p ≥ m− 1, 2− α + 2q ≥ m− 1.

Утверждение 1. Если uk,2
0,n(r, t)− решение задачи Коши для уравнения (160) удов-

летворяющее условию

uk,2
0,n(r, 0) = 0,

∂

∂t
uk,2
0,n(r, 0) = νk

n(r), (30)
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то функция

uk,2
α,n(r, t) = γ−αt

−α

1∫

0

uk,2
0,n(r, ξt)ξ(1− ξ2)−

α
2
−1dξ ≡ γ−αΓ

(
−α

2

)
D

α
2

0t2u
k,2
0,n(r, t), (31)

при α < 0 будет решением уравнения (16α), удовлетворяющим условию

uk,2
α,n(r, 0) = 0, lim

t→0
tα

∂

∂t
uk,2
α,n = νk

n(r). (32)

Если же 0 < α < 1, то функция

uk,2
α,n(r, t) = γ2−k+2q

(
1

t

∂

∂t

)q [
t1−k+2q

1∫
0

uk,1
0,n(r, ξt)(1− ξ2)q−

α
2 dξ

]
≡

≡ γ2−α+2q2
q−1Γ(q − α

2
+ 1)D

α
2
−1

0t2

[
uk,1
0,n(r, t)

t

] (33)

является решением уравнения (16α) с начальными данными (32), где
√
πΓ(α

2
)γα =

2Γ(α+1
2
), Γ(z)− гамма-функция, Dα

0t− оператор Римана-Лиувилля [17], а uk,1
0,n(r, t)− ре-

шение уравнения (160) с начальными условиями

uk,1
0,n(r, 0) =

νk
n(r)

(1− α)(3− α)...(2q + 1− α)
,
∂

∂t
uk,1
0,n(r, 0) = 0. (34′)

Утверждение 2. Если uk,1
0,n(r, t)− решение задачи Коши для уравнения (160) удов-

летворяющее условию

uk,1
0,n(r, 0) = τ kn(r),

∂

∂t
uk,1
0,n(r, 0) = 0, (34)

то функция

uk,1
α,n(r, t) = γα

1∫

0

uk,1
0,n(r, ξt)(1− ξ2)

α
2
−1dξ ≡ 2−1γαΓ

(α
2

)
t1−αD

−α
2

0t2

[
uk,1
0,n(r, t)

t

]
, (35)

при α > 0 есть решение уравнения (16α), удовлетворяющее условию (34).
Утверждение 3. Если uk,1

0,n(r, t)− решение задачи Коши для уравнения (160) удов-
летворяющее условию (34), то функция

uk,1
1,n(r, t) =

1∫

0

uk,1
0,n(r, ξt)(1− ξ2)−

1
2 ln[t(1− ξ2)]dξ (36)

является решением задачи для уравнения L1u
k
1,n = fk

1,n(r, t) с начальными данными

uk,1
l,n

ln t

���
t=0

= τ kn(r). (37)
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При этом функции f k
α,n(r, t), f

k
0,n(r, t) связаны формулами (31) и (33) в случае утвер-

ждения 1 и формулами (35) и (36) в случаях утверждений 2 и 3.
Доказательства приведенных утверждений установливаются аналогичным образом,

как они доказаны для уравнения (28) и многомерного волнового уравнения ∆xu− utt =
0 ([14, 18− 21]).

Приведем некоторые следствия из утверждений 2,3. Сначала рассмотрим случай
α < 0, α ̸= −(2r + 1), r = 0, 1... . Если uk,1

0,n(r, t)− решение задачи Коши для (16α) с
данными

uk,1
0,n(r, 0) =

τ kn(r)

(α− 1)...(α + 2p− 1)
,
∂

∂t
uk,1
0,n(r, 0) = 0, (38)

то из утверждения 2 следует, что

uk,1
α+2p,n(r, t) = γα+2p

1∫

0

uk,1
0,n(r, ξt)(1− ξ2)

α
2
+p−1dξ

является решением уравнения Lα+2pu = fk
α+2p,n(r, t), удовлетворяющим начальному

условию (38).
Тогда из соотношений (29) и (25) вытекает, что функция

uk,1
α,n(r, t) = t1−α

(
1

t

∂

∂t

)p (
tα+2p−1uk,1

α+2p,n

)
≡ γk+2p2

p−1Γ(α
2
+ p)t1−αD

−α
2

0t2

[
uk,1
0,n(r, t)

t

]

(39)
есть решение уравнения (16α) и удовлетворяет условию (34).

Теперь пусть α = −(2r + 1). Если uk,1
0,n(r, t)− решение задачи Коши для (160) с дан-

ными (34), то из (25), (29) и из утверждения 3 нетрудно получить, что

uk,1
−(2r+1),n(r, t) = t2(r+1)

(
1

t

∂

∂t

)r+1



1∫

0

uk,1
0,n(r, ξt)(1− ξ2)−

1
2 ln(t(1− ξ2))dξ


 (40)

является решением задачи Коши для (16α), удовлетворяющее условию (34).
Используя [17], соотношение (40) можно записать в виде

uk,1
−(2r+1),n(r, t) =

a

2
t2(r+1)D

r+ 1
2

0t2

[
uk,1
0,n(r, t)

t

]
, a =

1

2
Γ′(1)− Γ′(1

2
)√

π
− ln t. (41)

5 Доказательство теоремы для задачи 1

1) Случай α < 1. Решение задачи (16α), (17) будем искать в виде

uk
α,n(r, t) = uk,1

α,n(r, t) + uk,2
α,n(r, t), (42)

где uk,1
α,n(r, t)− решение задачи Коши (16α) с данными (34), а uk,2

α,n(r, t)− решение задачи
Дирихле для уравнения

Lαu
k,2
α,n = 0 (43)
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с условием
uk,2
α,n(r, 0) = 0, uk,2

α,n(r,φ(r)) = σk
n(r)− uk,1

α,n(r,φ(r)),

k = 1, kn, n = 0, 1, ... ,
(44)

Учитывая формулы (35), (39) и (41) задача Коши (16α), (34) сводим к задачам Коши
(160), (38) и (160), (34), решения которых имеет вид (24).

Далее, используя формулы (31), (33) задача Дирихле (43), (44) сводим к задаче
Дирихле для уравнения

L0u
k,2
0,n = 0 (45)

с данными
uk,2
0,n(r, 0) = 0, uk,2

0,n(r,φ(r)) = σk
1n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (46)

при α ≤ 0 и к задаче Пуанкаре для (45) с условием

∂

∂t
uk,2
0,n(r, 0) = 0, uk,2

0,n(r,φ(r)) = σk
1n(r), k = 1, kn, n = 0, 1, ... , (47)

при 0 < α < 1, где σk
1n(r)− функция выражающихся через τ k

n(r), σ
k
n(r).

В [22] показано, что задачи (45), (46) и (45), (47) однозначны разрешимы.
Далее, используя утверждений 1-3, установливаются однозначные разрешимости за-

дач (16α), (34) и (43), (44).
2)Случай α = 1. Решение задачи (16α), (18) будем искать в виде (42), где uk,1

1,n(r, t)−
решение задачи Коши (16α), (37), а uk,2

1,n(r, t)− решение задачи Пуанкаре для уравнения
(43) с условием

∂

∂t
uk,2
1,n(r, 0) = 0, uk,2

1,n(r,φ(r)) = σk
n(r)− uk,1

1,n(r,φ(r)),

k = 1, kn, n = 0, 1, ... .
(48)

В силу (36) задача (16α) (37) сводится к задаче Коши (160), (34). Учитывая формулу
(35) задача Пуанкаре (43), (48) приводим к задаче Пуанкаре (45), (47).

Следовательно, задача (16α), (18) однозначно разрешима.
Используя формулы (27), (25) задачу (16α), (19) при α > 1 сводим к исследованному

случаю α < 1.
Таким образом,сначала решив задачу (12), (17) (n = 0) и а затем (13), (17) (n = 1) и

т.д. найдем все uk
α,n(r, t), k = 1, kn, n = 0, 1, ... .

Итак, в области Ω, имеет место
∫

H

ρ(θ)LudH = 0. (49)

Пусть f(r, θ, t) = R(r)ρ(θ)T (t), причем R(r) ∈ V0, V0− плотна в L2((0, 1)),
ρ(θ) ∈ C∞(H)− плотна в L2(H), а T (t) ∈ V1, V1− плотна в L2((0,φ(

1
2
))). Тогда f(r, θ, t) ∈

∈ V, V = V0 ⊗H ⊗ V1− плотна в L2(Ω) ([23]).
Отсюда и из (49), следует, что

∫

Ω

f(r, θ, t)LudΩ = 0
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и
Lu = 0, ∀(r, θ, t) ∈ Ω.

Таким образом, ряд вида

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

kn∑

k=1

r
(1−m)

2 uk
α,n(r, t)Y

k
n,m(θ) (50)

является решением задачи 1, где функции uk
α,n(r, t) определяются из двумерных задач.

Учитывая ограничения на заданные функции τ(r, θ), σ(r, θ), леммы и формулы [24]

dm

dzm
Pµ(z) =

Γ(µ+m+ 1)

2mΓ(µ−m+ 1)
F (1 +m+ µ, m− µ, m+ 1;

1− z

2
),

Γ(z + α)

z + β
= zα−β[1 +

1

2z
(α− β)(α− β − 1) + 0(z−2))],

(51)

а также оценки ([13])

|kn| ≤ c1n
m−2,

����
∂q

∂θqj
Y k
n,m(θ)

���� ≤ c2n
m
2
−1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, ... , (52)

где F (a, b, c, z)− гипергеометрическая функция, α, β− произвольные действительные
числа, как в [12, 20], можно показать, что полученное решение (50) принадлежит иско-
мому классу.

6 Доказательство теоремы для задачи 2

1)Случай α < 1. Решение задачи (16α), (20) будем искать в виде (42),где uk,2
α,n(r, t)−

решение задачи Коши (16α), (32), а uk,1
α,n(r, t)− решение задачи Пуанкаре для уравнения

(43) с условием (48). В силу (31), (33) задача (16α), (32) приводится к задаче (45), (30)
при α ≤ 0 и (45),(34′) при 0 < α < 1.

Используя формулы (35), (39) и (41) задачу (43), (48) сводим к задаче Пуанкаре (45),
(47).

Таким образом, задача (16α), (20) однозначно разрешима.
2)Случай α = 1. Решение задачи (16α), (21) ищем в виде (42), где uk,1

1,n(r, t)− решение
задачи Коши (16α), с данными

uk,1
1,n(r, 0) = −νk

n(r),
∂

∂t
uk,1
1,n(r, 0) = 0, k = 1, kn, n = 0, 1, ..., (53)

а uk,2
α,n(r, t)− решение задачи Пуанкаре для (43) с условием (48).
Учитывая формулу (35) задача Коши (16α), (53) сводим к задаче Коши (160), (53),

а задачу (43), (48)- к задаче (45), (47), которое имеет единственное решение.
Значит задача (16α), (21) также однозначно разрешима.
Применяя формулу (27), (25) задачу (16α), (22) при α > 1 сводим к случаю α < 1.
Следовательно, функция (50) является решением задачи 2, где функции uk

α,n(r, t),

k = 1, kn, n = 0, 1... определяются из предыдущих двумерных задач и в силу формул
(51), (52) принадлежит искомому классу.

Теорема доказано.
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7 Заключение

В работе найден многомерный область в которой, задачи Дирихле и Пуанкаре разре-
шимы для одного класса сингулярных гиперболических уравнений.
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