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Синтез пропорционально-дифференциальных

регуляторов для систем с закрепленными концами

траекторий при наличии двусторонних ограничений на

значения управлений ∗

Рассматривается задача оптимального управления нестационарными ли нейными си-

стемами с закрепленными концами траекторий при наличии внешних воздей ствий и

квадратичным функционалом, который зависит от управления, состоя ния объекта и

его производной. Предлагается конструктивный метод построения пропо рционально-

дифференцального регулятора, основанный по принципу обратной связи с учетом

двусторонних ограничений на значения управлений. Задача решена с исп ользовани-

ем множителей Лагранжа специального вида.
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Басқару мәнiне екiжақты шектеулерi бар траекторияларының шеттерi

бекiтiлген жүйелер үшiн пропорционал-дифференциалдық

регуляторлардың синтезi
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Сыртқы әселерi бар, траекторияларының шеттерi бекiтiлген сызықты стационар емес

жүйелердi тиiмдi басқарудың басқаруға, объект күйiне және оның туын дысына тәу-

елдi квадраттық функционалды есебi қарастырылады. Керi байланыс қағида сына

негiзделген пропорционалды-дифференциалдық регуляторды басқару мәнiн е қойыл-

ған екiжақты шектеудi ескере отырып құрудың конструктивтi әдiсi ұсынылады. Е сеп

Лагранждың арнайы түрдегi көбейткiштерiн пайдаланып шешiлген.

Түйiн сөздер: Лагранж көбейткiштерi, тиiмдi басқару есебi, программалық басқару,

максимум қағидасы, динамикалық программалау әдiсi, дифференциалдық теңдеулер,

мақсаттық функция.

Введение

В работах в области автоматического управления можно найти различные приме-
ры математической постановки и методы решения задач оптимального управления. В
простейших моделях систем автоматического управления рассматриваются так называ-
емые линейно-квадратичные задачи с линейным объектом управления и с квадратич-
ным функционалом. Впервые аналитическое решение линейно-квадратичной задачи без
ограничений на управление и со свободными правыми концами траекторий было полу-
чено в работах А.М. Летова и Р.Е. Калмана [1], [2].

Многие задачи оптимального управления рассматриваются в двух постановках. Со-
гласно одной из них оптимальное управление ищется как функция времени и началь-
ного состояния системы (программное управление). Другая постановка этой же задачи
предполагает синтез оптимального управления с обратной связью, т.е. выбор входно-
го сигнала в виде некоторой функции от текущего состояния управляемой системы и
времени. В основе решения задач оптимального управления в первой постановке лежит
принцип максимума Понтрягина (решение сводится к соответствующей двухточечной
краевой задаче), а решение задачи во второй постановке основано на методе динами-
ческого программирования (задача сводится к решению уравнения Беллмана). Работы
Л.С. Понтрягина и Р. Беллмана составили математическую основу теории оптимального
управления, послужили мощным толчком, как в развитии современной теории экстре-
мальных задач, так и в создании численных методов решения таких задач [3], [4]. Эти
методы были применены для процессов, описываемых обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями, уравнениями в частных производных и т.д.

Отметим, что важным этапом в истории естествознания явилась сочинение Ж.Л.
Лагранжа "Аналитическая механика опубликованное в 1788 г. Трактат Лагранжа сыг-
рал исключительную роль в развитии задач оптимизации и в развитии вариационного
исчисления. Именно там была поставлена задача на условный экстремум. Для решения
поставленной задачи Лагранж использовал основной прием, который стал знаменитым
правилом множителей Лагранжа [5]. В настоящее время теория оптимизации, успеш-
ному применению которой способствует бурный прогресс в развитии средств вычис-
лительной техники, вносит заметный вклад в ускорение научно-технического прогрес-
са. Разработка различных способов построения алгоритмов управления, обладающих
необходимыми для приложений свойствами, является актуальной задачей современных
информационных технологий [6].

В данной работе рассматривается задача оптимального управ ления нестационарны-
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ми линейными системами с закрепленными концами траекторий при наличии внеш-
них воздействий и квадратичным функционалом, который зависит от управления, со-
стояния объекта и ее производной. Для решения задачи использован метод, основан-
ный на применении множителей Лагранжа специального вида, когда требуется пере-
вести систему из заданного начального состояния в желаемое конечное состояние за
фиксированный интервал времени [7]. Предлагается конструктивный пропорционально-
дифференцальный регулятор и соответствующий алгоритм управления, основанный по
принципу обратной связи с учетом двусторонних ограничений на значения управлений.

Постановка задачи

Рассмотрим управляемую линейную систему, описываемую векторным дифферен-
циальным уравнением:

ẋ = A(t)x+ B(t)u+ f(t), x(t0) = x0, x(T ) = x1, (1)

u(t) ∈ U(t) =
{

u
∣

∣ α(t) ≤ u(t) ≤ β(t), t ∈ (t0, T )
}

, (2)

где x - вектор состояния объекта управления размерности n × 1; u - вектор кусочно-
непрерывных управляющих воздействий размерности m × 1; A(t), B(t) - матрицы раз-
мерностей n × 1 n × m соответственно; f(t), α(t), β(t) - кусочно-непрерывные ограни-
ченные функции; x0, x1 - заданные вектора.

Будем предполагать, что система (1) управляема. Обозначим через ∆(t0, T ) множе-
ство всех допустимых управлений, удовлетворяющих условию u(t) ∈ U(t), t ∈ [t0, T ], и
соответствующих траекторий x(t, u) системы (1), определенных на отрезке t0 ≤ t ≤ T,

т.е. множество всех допустимых пар {x(t), u(t)} :

∆(t0, T ) =
{

(x, u) : u(t) ∈ U(t), ẋ = A(t)x(t) + B(t)u(t) + f(t), t0 < t < T,

x(t0) = x0, x(T ) = x1

}

.

Пусть на множестве ∆(t0, T ) задан функционал, который зависит от управления,
состояния объекта и его производной

J(x, u) =
1

2

T
∫

t0

[

ẋ∗D(t)ẋ+ x∗Q(t)x+ u∗R(t)u
]

dt, (3)

где R(t) - симметричная положительно определенная (m × m)−матрица; Q(t), D(t) -
симметричные положительно полуопределенные (n×n)−матрицы. Символ (∗) означает
операцию транспонирования.

Задача 1. Найти синтезирующее управление u(x, t) такое, что соответствующая ему
пара {x(t), u(t)} доставляет минимальное значение функционалу (3), где x(t) является
решением дифференциального уравнения (1) при управлении u(t) = u(x(t), t) ∈ Em, t ∈
[t0, T ].

Задача 2. Найти синтезирующее управление ũ(x, t) такое, что соответствующая ему
пара {x̃(t), ũ(t)} доставляет минимальное значение функционалу (3), где x̃(t) является
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решением дифференциального уравнения (1) при управлении ũ(t) = ũ(x̃(t), t), удовле-
творяющему ограничению (2).

Для решения задачи оптимального управления (1)–(3) использован метод, основан-
ный на применении множителей Лагранжа специального вида [7].

Решение задачи 1

Для решения поставленной задачи образуем вспомогательный функционал. Для это-
го прибавим к функционалу (3) систему дифференциальных уравнений (1) с множите-
лем λ = Kx+ q, тогда получим:

L(x, u) =

T
∫

t0

[1

2
ẋ∗D(t)ẋ+

1

2
x∗Q(t)x+

1

2
u∗R(t)u+

+(q(t) +K(t)x)∗(A(t)x+B(t)u+ f(t)− ẋ)
]

dt, (4)

где q(t) - вектор размерности n × 1; K(t) - симметричная положительно определенная
матрица размерности n×n. Такое представление функционала L(x, u) позволяет исход-
ную задачу на условный экстремум свести к задаче на безусловный экстремум. Множи-
тель λ = Kx + q снимает ограничения, налагаемые на допустимые пары {x(t), u(t)}, в
виде системы дифференциальных уравнений (1). Используя необходимые условия оп-
тимальности для функционала (4), находим управление в следующем виде:

u(x(t), t) = −R−1(t)B∗(t)(D(t)ẋ(t) +K(t)x(t) + q(t)). (5)

Для дальнейшего исследования поставленной задачи представим управление (5) в
следующем виде:

u(x(t), t) = −(R(t)+B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)((K(t)+D(t)A(t))x(t)+q(t)+D(t)f(t)). (6)

Пусть матрица K является решением нелинейного матричного дифференциального
уравнения типа Риккати:

K̇ +KA(t) + A∗(t)K − (K +D(t)A(t))∗B(t)(R(t) + B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)×

×(K +D(t)A(t)) + A∗(t)D(t)A(t) +Q(t) = 0, K(T ) = K1, (7)

а вектор-функция q(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению:

q̇ + (A(t)− B(t)(R(t) + B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)(K(t) +D(t)A(t)))∗q(t) + (K(t)+

+A∗(t)D(t)−(K(t)+D(t)A(t))∗B(t)(R(t) + B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)D(t))f(t) = 0, (8)

Далее, дифференциальное уравнение, определяющее закон движения системы (1) с
управлением (6), будет следующим:

ẋ = A1(t)x−B1(t)q(t) + (E − B1(t)D(t))f(t), (9)

q̇ = −A∗

1
(t)q − (K(t) + A∗

1
(t)D(t))f(t), (10)
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с условиями

x(t0) = x0, x(T ) = x1,

где обозначено

A1(t) = A(t)− B(t)(R(t) + B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)(K(t) +D(t)A(t)),
B1(t) = B(t)(R(t) +B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t),

(11)

E – единичная матрица.
Отметим, что решения дифференциальных уравнений (9) и (10) удовлетворяют сле-

дующему соотношению:

x(t) = W (t, T )q(t) + y(t), t ∈ [t0, T ], (12)

где матрица W (t, T ) удовлетворяет дифференциальному уравнению

Ẇ = WA∗

1
(t) + A1(t)W − B1(t), W (T, T ) = 0, (13)

а функция y(t), t ∈ [t0, T ], определяется из решения дифференциального уравнения

ẏ(t) = A1(t)y(t) + (E −B1(t)D(t) +W (t, T )(K(t) + A∗

1
(t)D(t)))f(t), y(T ) = x1. (14)

Отсюда с учетом (12) находим начальное условие для дифференциального уравнения
(14)

q(t0) = W−1(t0, T )[x(t0)− y(t0)]. (15)

Таким образом, получен следующий результат для задачи 1.

Теорема 1 Для оптимальности пары {x(t), u(t)} в задаче 1, необходимо и достаточ-
но, чтобы:

1. x(t) удовлетворяла дифференциальному уравнению

ẋ = A1(t)x− B1(t)q(t) + (E −B1(t)D(t))f(t), (16)

с условиями

x(t0) = x0, x(T ) = x1;

2. управление u(t) = u(x(t), t) определялось следующим образом

u(t) = −(R(t)+B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)((K(t)+D(t)A(t))x(t)+q(t)+D(t)f(t)), (17)

где матрица K(t) является решением нелинейного матричного уравнения типа Рик-
кати (7), а вектор-функция q(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению (8) с
начальным условием (15).
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Решение задачи 2

Для решения поставленной задачи 2 образуем вспомогательный функционал с при-
менением множителей Лагранжа специального вида [7]. Для этого прибавим к выра-
жению для функционала (4) систему дифференциальных уравнений (1) с множителем
λ0 = Kx+q и дополнительно следующее выражение λ∗

1
(α−u)+λ∗

2
(u−β)+λ∗

3
(x−Wq−y),

где λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0.
В результате получим следующий функционал:

L(x, u) =

T
∫

t0

[1

2
ẋ∗D(t)ẋ+

1

2
x∗Q(t)x+

1

2
u∗R(t)u+ (q(t) +K(t)x)∗(A(t)x+B(t)u+

+f(t)− ẋ) + λ∗

1
(t)(α(t)− u) + λ∗

2
(t)(u− β(t)) + λ∗

3
(t)(x−W (t, T )q(t)− y(t))

]

dt, (18)

где q(t) - вектор размерности n × 1; K(t) - симметричная положительно определенная
матрица размерности n× n.

Множитель λ0 = Kx + q снимает ограничения, налагаемые на допустимые пары
{x(t), u(t)}, в виде системы дифференциальных уравнений (1), а функции {λ1(x, t),
λ2(x, t)} - соответствующие ограничения, налагаемые на управления (3), множитель λ3

сохраняет свойство (12) для определения начальных условий (15).
Методами дифференциального исчисления находим управление, доставляющее ми-

нимальное значение функционалу (18) в следующем виде:

ũ(x, t) = −R−1(t)[B∗(t)(D(t)ẋ(t) +K(t)x(t) + q(t))− λ1(x, t) + λ2(x, t)]. (19)

Пусть матрица K является решением нелинейного матричного уравнения типа Рик-
кати:

K̇ +KA(t) + A∗(t)K − (K +D(t)A(t))∗B(t)(R(t) + B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)×

×(K +D(t)A(t)) + A∗(t)D(t)A(t) +Q(t) = 0, K(T ) = K1, (20)

а вектор-функция q(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению:

q̇ + A∗

1
(t)q −W−1(t, T )B(t)φ(x, t) + (K(t) + A∗

1
(t)D(t))f(t) = 0, (21)

Множитель λ3 определим таким образом, чтобы выполнялось условие (12) для опре-
деления начального условия дифференциального уравнения (21):

λ3(x, t) = −((K(t) +D(t)A(t))∗ +W−1(t, T ))B(t)φ(x, t),

где φ(x, t) = (R(t) + B∗(t)D(t)B(t))−1[λ1(x, t)− λ2(x, t)], матрица W (t, T ) удовлетворяет
дифференциальному уравнению

Ẇ = WA∗

1
(t) + A1(t)W − B1(t), W (T, T ) = 0,

а функция y(t) – дифференциальному уравнению

ẏ(t) = A1(t)y(t) + (E −B(t)(R(t) +B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)D(t)+
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+W (t, T )(K(t) + A∗

1
(t)D(t))f(t), y(T ) = x1.

Обозначим

w(x, t) =

= −(R(t) + B∗(t)D(t)B(t))−1B∗(t)((K(t) +D(t)A(t))x(t) + q(t) +D(t)f(t)), (22)

затем определим множители λ1(x, t) ≥ 0, λ2(x, t) ≥ 0, управление ũ(x, t) таким образом,
чтобы выполнялись условия:

(R(t) +B∗(t)D(t)B(t))(ũ(x, t)− w(x, t))− λ1(x, t) + λ2(x, t) = 0,

λ∗

1
(x, t)(α(t)− ũ(x, t)) = 0, λ∗

2
(x, t)(ũ(x, t)− β(t)) = 0.

(23)

Для этого используем следующие выражения:

λ0

1
(x, t) = −inf(0, w(x, t)− α(t)), λ0

2
(x, t) = −inf(0, β(t)− w(x, t)). (24)

Используя результаты из (24) осуществим выбор λ1, λ2, ũ следующим образом:

– если λ0

1i
= 0, λ0

2i
= 0, то принимаем λ1i = 0, λ2i = 0, а значения ũi определяем из

уравнения (23);

– если λ0

1i
> 0, то принимаем λ2i = 0, ũi = αi, а значения λ1i определяем из уравне-

ния (23);

– если λ0

2i
> 0, то принимаем λ1i = 0, ũi = βi, а значения λ2i определяем из уравнения

(23).

Таким образом, получен следующий результат для задачи 2.

Теорема 2 Для оптимальности пары (x̃(t), ũ(t)) ∈ ∆(t0, T ) в задаче 2, необходимо и
достаточно, чтобы x̃(t) удовлетворяла дифференциальному уравнению

ẋ = A1(t)x−B1(t)q(t) +B(t)φ(x, t) + (E −B1(t)D(t))f(t), x(t0) = x0, x(T ) = x1. (25)

Управление ũ(t) определяется следующим образом:

ũ(t) = −R−1(t)[B∗(t)(D(t) ˙̃x(t) +K(t)x̃(t) + q(t))− λ1(x̃, t) + λ2(x̃, t)], (26)

где матрица K(t) является решением уравнения (20), функция q(t) удовлетворяет
уравнению (21), а множители λ1(x̃, t) ≥ 0, λ2(x̃, t) ≥ 0 определяются из уравнения
(23).

Пример. Рассмотрена задача оптимального управления:

J(u) =
1

2

T
∫

0

[

7ẋ2

1
+ x2

1
+ u2

]

dt, (27)
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Рисунок 1. График оптимального управления и оптимальных траекторий без
ограничений на управления

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, x1(t0) = 1, x2(t0) =
3

2
, x1(T ) = 0, x2(T ) = 0, t0 ≤ t ≤ T ; (28)

−1 ≤ u(t) ≤ 1, t ∈ [t0, T ], t0 = 0, T = 7. (29)

Решение примера (без ограничений на управления). Для рассматриваемой задачи

(27)-(29) матрица

[

3 1
1 3

]

определена из уравнения типа Риккати, а матрица W (t, T )

удовлетворяет дифференциальному уравнению:

ẇ11(t) = 2w12(t), w11(T ) = 0,

ẇ12(t) = −w11(t)− 3w12(t) + w22(t), w12(T ) = 0,

ẇ22(t) = −2w12(t)− 6w22(t)− 1, w22(T ) = 0.

Искомое оптимальное управление записывается в виде u = −x1 − 3ẋ1 − q2, а опти-
мальные траектории x∗

1
(t), x∗

2
(t) в интервале времени [t0, T ] определяются из системы
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дифференциальных уравнений:

ẋ1(t) = x2(t), x1(t0) = 1,

ẋ2(t) = −x1(t)− 3x2(t)− q2(t), x2(t0) =
3

2
,

q̇1(t) = q2(t), q1(t0) = q
1
,

q̇2(t) = −q1(t) + 2q2(t), q2(t0) = q
2
.

Здесь начальные условия q(t0) можно вычислить по формуле

q(t0) = W−1(t0, T )x(t0) =

(

q
1

q
2

)

=

(

0.05875
0.02244

)

W−1(t0, T ) =

(

w11(t0) w12(t0)
w12(t0) w22(t0)

)

−1

=

(

0.03735 0.01427
0.01427 0.00545

)

Рисунок 2. График оптимального управления и оптимальных траекторий с учетом
ограничений на значения управления

Решение примера (с ограничением на значения управления). Искомое оптимальное
управление записывается в виде u(x∗, t) = ω(x∗, t) + φ(x∗, t) , где

ω(x∗, t) = −x∗

1
− 3ẋ∗

1
− q2(t), φ(x∗, t) = −inf{0; 1 + ω(x∗, t)}+ inf{0; 1− ω(x∗, t)}

Оптимальные траектории x∗

1
(t), x∗

2
(t) в интервале времени [t0, T ] определяются из систе-

мы дифференциальных уравнений:

ẋ1(t) = x2(t), x1(t0) = 1,

ẋ2(t) = −x1(t)− 3ẋ1(t) + φ(x, t)− q2(t), x2(t0) =
3

2
,
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q̇1(t) = q2(t) +m12(t)φ(x, t), q1(t0) = q
1
,

q̇2(t) = −q1(t) + 3q2(t) +m22(t)φ(x, t), q2(t0) = q
2
.

Здесь функции w11(t), w12(t), w22(t) и m12(t),m22(t) являются элементами матриц

W (t, T ) =

(

w11(t) w12(t)
w12(t) w22(t)

)

и W−1(t, T ) =

(

m11(t) m12(t)
m12(t) m22(t)

)

соответственно. Отметим, что нет необходимости вычисления W−1(t, T ) при t ∈ [t1, T ],
поскольку в этом интервале имеем φ(x, t) ≡ 0, а оптимальное управление u∗(x, t) нахо-
дим в следующем виде

u∗(x, t) =

{

−1, t0 ≤ t ≤ t1
−x∗

1
(t)− 3ẋ∗

1
(t)− q2(t), t1 ≤ t ≤ T,

где переключение управления происходит в момент времени t1 = 1.9, которое определено
из условия −x∗

1
(t1) − 3ẋ∗

1
(t1) − q2(t1) = −1. Графики u∗ = u∗(x, t), x∗

1
= x∗

1
(t), и x∗

2
=

x∗

2
(t) представлены на рисунке. Найденное управление u∗(x, t) обеспечивает достаточно

точное выполнение конечного условия x∗(T ) = 0 (в численных расчетах были получены
значения x∗

1
(T ) ≈ 0.1 ∗ 10−7, x∗

2
(T ) ≈ 0.1 ∗ 10−7).

Расчеты произведены на ПЭВМ с применением пакета прикладных программ Maple-
7, в котором реализован вышеизложенный алгоритм решения задачи оптимального
управления. На рисунке 1 приведены графики оптимальных траекторий движения си-
стемы и управления без ограничений, а на рисунке 2 - с учетом ограничений на значения
управления.

Заключение

В данной работе предложен новый метод построения конструктивного пропорцио-
нально-дифференцального регулятора и соответствующий алгоритм управления, осно-
ванного по принципу обратной связи, переводящего систему из начального состояния в
желаемое конечное состояние за заданный интервал времени при наличии ограничений
на значения управления.

Задача решена с использованием множителей Лагранжа специального вида, зави-
сящих от фазовых координат и времени. За счет выбора λ0(x, t) = K(t)x + q(t) уда-
ется построить оптимальное управление по принципу обратной связи, а λ1(x, t) ≥ 0 и
λ2(x, t) ≥ 0 выбираются таким образом, чтобы были выполнены условия дополняющей
нежесткости в методе множителей Лагранжа.

Предлагаемый алгоритм решения нестационарной линейно-квадратичной задачи оп-
тимального управления с закрепленными концами траекторий и ограничениями на зна-
чения управления реализован на ПЭВМ с применением пакета прикладных программ
Maple-7 и апробирован для модельного примера.
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