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В работе приводятся численные решения двумерного ламинарного течения за обратным
уступом в канале с учетом сил плавучести. Для описания данного процесса используется
двумерное несжимаемое уравнение Навье-Стокса. Данная система численно решается
методом расщепления по физическим параметрам, который аппроксимируется с помощью
метода контрольного объема. Полученное уравнение Пуассона, удовлетворяющее
дискретному уравнению неразрывности, решается итерационным методом Якоби на
каждом шаге по времени. Полученные численные решения ламинарного течения за
обратным уступом сравниваются с численными результатами других авторов. Данный
численный алгоритм полностью распараллеливается с помощью различных геометрических
декомпозиций (1D, 2D и 3D). В работе были сделаны предварительный теоретический
анализ эффективности различных методов декомпозиции расчетной области и реальные
вычислительные эксперименты для данной задачи, и был определен лучший метод
декомпозиции области. В дальнейшем проверенная математическая модель и численный
алгоритм с лучшим методом декомпозиции можно будет применить для различных сложных
течении с учетом сил плавучести.
Ключевые слова: метод декомпозиции области, обратный уступ, метод расщепления по
физическим параметрам, разделение и воссоединение потоков, отрывное течение, силы
плавучести.

Параллельдi есептеулер технологиясын қолдану арқылы арнадағы артқы бөлiктегi
ағындарды бөлу процесiн ауырлық күштерiн ескере отырып процесстi модельдеу
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Жұмыста арнадағы артқы жағындағы артиллериялық ламинарлы ағынның ауырлық
күштерiн ескере отырып сандық шешiмдерi ұсынылған. Бұл процестi сипаттау үшiн
екi өлшемдi сығылмайтын Навье-Стокс теңдеуi қолданылады. Бұл жүйе физикалық
параметрлер бойынша ыдырату әдiсi бойынша сандық түрде шешiледi, ол ақырлы
көлемдiк әдiсiмен аппроксимацияланады. Үздiксiздiк дискреттi теңдеуiн қанағаттандыратын
Пуассон теңдеуi әр кезеңде Якоби итеративтi әдiсiмен шешiледi. Алдыңғы қадамдағы
ламинарлы ағынның сандық шешiмдерi басқа авторлардың сандық нәтижелерiмен
салыстырылады. Бұл сандық алгоритм әртүрлi геометриялық декомпозициялар (1D, 2D
және 3D) көмегiмен толығымен параллельленедi. Есептiк домендi декомпозицияның әртүрлi
әдiстерiнiң тиiмдiлiгiн алдын ала теориялық талдау және осы мәселе бойынша нақты есептеу
эксперименттер жасалды және доменнiң декомпозицияның ең жақсы әдiсi анықталды.
Келешекте үздiксiз декомпозиция әдiсiмен дәлелденген математикалық модель және сандық
алгоритм әртүрлi күрделi ағындар үшiн ауырлық күштерiн ескере отырып қолдануға болады.
Түйiн сөздер: Домендi декомпозиция әдiсi, артқа қадам, физикалық параметрлер бойынша
бөлiну әдiсi, ағындарды бөлiп алу және қайта қосу, детальды ағыны, ауырлық күшi.

Application of parallel computing technologies for modeling the flow separation process
behind the backward facing step in the channel with the buoyancy forces
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The paper presents numerical solutions of the two-dimensional laminar flow behind the backward
facing step in the channel with the buoyancy forces. A two-dimensional incompressible Navier-
Stokes equation is used to describe this process. This system is solved numerically by the projec-
tion method, which is approximated by the control volume method. The resulting Poisson equation
satisfying the discrete equation of continuity is solved by the Jacobi iterative method at each time
step. The numerical solutions of the laminar flow behind the backward facing step are compared
with the numerical results of other authors. This numerical algorithm is completely parallelized
using various geometric decompositions (1D, 2D and 3D). Preliminary theoretical analysis of the
various decomposition methods effectiveness of the computational domain and real computation-
al experiments for this problem were made and the best method of domain decomposition was
determined. In the future, a proven mathematical model and numerical algorithm with the best
decomposition method can be applied for various complex flows with the buoyancy forces.
Key words: domain decomposition method, backward facing step, projection method, separation
and reunion of flows, separated flow, buoyancy forces.

1 Введение

Во многих течениях, представляющий практический интерес, как разделения
течения, из-за внезапного расширения геометрия с последующим повторным
присоединением, является обычным явлением. Существование разделения потока
и область рециркуляции оказывает значительное влияние на производительность
теплопередающих устройств, например, охлаждающее оборудование в электротехнике,
охлаждающие каналы лопаток турбин, камеры сгорания и многие другие поверхности
теплообменника, которые появляются в оборудование.

2 Обзор литературы

Много работ посвящены по движению жидкости с разделением и воссоединением
потоков без учета сил плавучести. Важность данного процесса говорит о количестве
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публикаций, где особое внимание уделялось построению оборудования (Abbott and etc.,
1962; Sebanr, 1964; Goldsteinr, 1970) и разработке экспериментальных и теоретических
методов для детального изучения течений с областями разделения (Durst and etc., 1971;
Gosmana and etc., 1974; Kumara, 1980). Обширный обзор по изотермическим потокам
в течениях жидкости даются в работах (Armaly and etc., 1980; Eaton and etc., 1981;
Simpson, 1981). Теплообмен в потоках были исследованы многими авторами, как Aung
(Aung, 1983; Aung, 1983), Aung и др. (Aung and etc., 1985), Aung и Worku (Aung and etc.,
1986), Sparrow и др. (Sparrow and etc., 1984; Sparrow and etc., 1987) и Sparrow и Chuck
(Sparrow and Chuck, 1987). Однако опубликованные работы по этой теме не учитывает,
силы плавучесть на поток течения или характеристики передачи тепла. Эти эффекты
становятся значительными в режиме ламинарного течения, где скорость относительно
низкие, и когда разность температур относительно высокая. Ngo и Byon (Ngo and etc.,
2015) изучали влияние местоположения нагревателя и размера нагревателя в двумерной
квадратной полости с использованием метода конечных элементов. Oztop и Abu-Nada
(Oztop and etc., 2008) численно исследовали естественную конвекцию в прямоугольных
оболочках, частично нагретых от боковой стенки методом конечных объемов. В
данной работе рассматривается влияния сил плавучести на поток и теплопередающих
характеристик в отдельных потоках. Численные решения для ламинарного смешанного
конвективного потока воздуха (Pr=0,7) в вертикальном двумерном канале с обратным
уступом, обеспечивающие поддержание эффекта плавучести изображено на рисунке 1.
Численные результаты представляющий интерес, такие как скорость и распределения
температуры, длины повторной привязки и коэффициенты трения представлены с
целью иллюстрирующие влияние силы плавучести на эти параметры.

Рисунок 1 – Схематическое представление течения за уступом
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3 Математическая постановка задачи течения жидкости за уступом с учетом
сил плавучести

Рассмотрим двумерный ламинарный конвективный поток в вертикальном канале с
внезапным расширением за обратным шагом высоты s, как показано на рисунке
1. Прямая стенка канала поддерживается при равномерной температуре, равной
температуре входного воздуха T0. Ступенчатая стенка ниже по этапу нагревается до
однородной температуры, которая может быть отрегулирована до любого желаемого
значения Tw. Верхняя часть ступенчатой стенки и обратная сторона устанавливается
как адиабатическая поверхность. Впускная длина канала xi и выходная нижняя длина
канала xe имеют соответствующие размеры. Эти длины считаются бесконечными, но
область вычисления ограничена длиной Le = xe + xi. Меньшая секция канала перед
выступом имеет высоту h, а большая секция ниже ступени имеет высоту H = h + s.
Воздух течет вверх по каналу со средней скоростью u0 и равномерной температурой
T0. Гравитационное ускорение g в данной задаче рассматривается, что действует
вертикально вниз.

Для описания данной физической задачи используются предположения о
постоянных свойствах, и используется приближение Буссинеска. Данная система
уравнений в безмерной форме запишется в виде:
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Безразмерные параметры в приведенных выше уравнениях определяются формулой:

U = u/u0, V = υ/u0, X = x/s, Y = y/s,

θ = (T − T0)/(Tw − T0), P = p
/
ρ0u

2
0,

Pr = ν/α, Re = u0s/ν, Gr = gβ (Tw − T0) s
3
/
ν
2
.
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Рисунок 2 – Граничные условия

Температурная диффузия α, кинематическая вязкость ν и коэффициент теплового
расширения β оцениваются при температуре пленки Tf = (T0 + Tw) /2.

Граничные условия (Рисунок 2):
(a) Входные условия: В точке X = −Xi и 1 ≤ Y ≤ H/s : U = ui/u0, V = 0, θ = 0,

∂p
∂x

= − Gr
Re2

θ.
где ui - локальное распределение скоростей на входе, которое принимается как имеющее
параболический профиль и u0 средняя скорость впуска; то есть ui/u0 дается формулой

ui/u0 = 6
[
−y2 + (H + s)y −Hs

]/
(H − s)

2

(b) Выходные условия: В точке X = Xe и 0 ≤ Y ≤ H/s: ∂U/∂X = 0, ∂2θ/∂X2 = 0,
∂V /∂X = 0, ∂p

∂x
= − Gr

Re2
θ.

(c) на верхней стенке: В точке Y = H/s и −Xi ≤ X ≤ Xe: U = 0, V = 0, θ = 0, ∂p
∂y

= 0.
(d) на стенке верхней ступени: В точке Y = 1 и −Xi ≤ X < 0: U = 0, V = 0,

∂θ/∂Y = 0, ∂p
∂y

= 0.
(е) на стенке нижней ступени: В точке X = 0 и 0 ≤ Y ≤ 1: U = 0, V = 0, ∂θ/∂X = 0,

∂p
∂x

= 0.
(f) на стенке ниже ступени: В точке Y = 0 и 0 ≤ X ≤ Xe: U = 0, V = 0, θ = 1, ∂p

∂y
= 0.

Последнее слагаемое в правой части уравнения (2) представляет собой вклад силы
плавучести. Длина нисходящего потока, из области вычисления была выбрана равной 70
шагам (Xe=70). Верхняя длина расчетной области была выбрана xi равной 5 шагам (т.е.
Xi=5), а профиль скорости на входной области была задана как параболический ui/u0 =
6[−y2 + (H + s)y −Hs]/(H − s)

2, и его температура была выбрана как равномерная T0.

4 Материал и методы

Для численного решения данной системы уравнений используется схема расщепления
по физическим параметрам (Chung, 2002; Issakhov, 2015; Issakhov, 2016). Уравнения
аппроксимируется методом конечных объемов (Chung, 2002; Issakhov, 2011). На
первом этапе предполагается, что перенос количества движения осуществляется
только за счет конвекции и диффузии, и методом Рунге-Кутта четвертого порядка
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вычисляется промежуточное поле скоростей (Issakhov, 2015; Issakhov, 2016). На втором
этапе, по найденному промежуточному полю скорости, находится поле давления.
Уравнение Пуассона для поля давления решается методом Якоби. На третьем этапе
предполагается, что перенос осуществляется только за счет градиента давления.
На четвертом этапе вычисляется уравнения для температуры методом Рунге-Кутта
четвертого порядка (Issakhov, 2015; Issakhov, 2016).

I.

∫
Ω
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∆t
dΩ = −

∮
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RePr
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5 Алгоритм распараллеливания

Для проведения численного моделирования была построена вычислительная сетка
с помощью программного комплекса PointWise. Поставленная задача запускалась
на программном комплексе ITFS-MKM с использованием высокопроизводительного
кластера. Данный численный алгоритм полностью распараллеливается с помощью
различных геометрических декомпозиций (1D, 2D и 3D). Геометрическое разбиение
вычислительной сетки выбирается в качестве основного подхода параллелизации. В
этом случае есть три различных способа обмена значений сеточной функции на
вычислительных узлах одномерной, двумерной и трехмерной сетки. После стадии
декомпозиции, когда на отдельных блоках выполняется построение параллельного
алгоритма, осуществляется переход к отношениям между блоками, расчеты на
которых будут выполняться параллельно на каждом процессоре. Для этой цели
численное решение системы уравнения использовались явная схема, так как данная
схема очень эффективна распараллеливается. Для того чтобы использовать метод
декомпозиций в качестве метода распараллеливания данный алгоритм использует
пограничные узлы каждого субдомена, в котором необходимо знать значение функции
сетки, граничащей с соседними элементами процессора. Для достижения этой цели
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в каждом вычислительном узле в фиктивных точках хранятся значения из соседних
вычислительных узлов, и организовывается передача этих граничных значений,
необходимых для обеспечения однородности расчетов для явных формул.

Передача данных осуществляется с использованием процедур библиотеки
MPI (Karniadakis and etc., 2000). Проделывая предварительные теоретические
анализы эффективности различных методов декомпозиции расчетной области для
данной задачи, мы будем оценивать время параллельной программы как время
последовательной программы Tcalc, разделенной на число используемых процессоров,
плюс время передачи Tp = Tcalc/p + Tcom. В то время как передачи для различных
способов декомпозиции можно приближенно выразить через объем пропускной
способности:

T 1D
com = tsend2N

2x2

T 2D
com = tsend2N

2x4p1/2 (5)

T 3D
com = tsend2N

2x6p2/3

где N3- число узлов вычислительной сетки, p - количество процессоров (ядер), tsend-
время отправки одного элемента (числа).

Следует отметить, что для различных способов декомпозиции затрата на передачу
данных может быть представлена как T 1D

com = tsend2N
2xk(p) в соответствии с формулой

(5), где k(p)- коэффициент пропорциональности, зависящий от метода разложения и
количества используемых элементов обработки.

На первом этапе была использована одна общая программа, размер массива от
запуска к запуску не изменялся, каждый элемент процессора нумеровался массивом
элементов, начиная с нуля. Несмотря на то, что в соответствии с теоретическим
анализом 3D декомпозиция является наилучшим вариантом для распараллеливания
(Рисунок 3), вычислительные эксперименты показали, что лучшие результаты были
достигнуты при использовании 2D декомпозиции, когда число процессов варьируется
от 25 до 144 (Рисунок 3).

На основе предварительного теоретического анализа графиков можно отметить
следующий характер. Время вычисления без затрат на межпроцессорные связи
при различных способах декомпозиции должны быть примерно одинаковыми для
одинаковых количеств процессоров и сокращаться на Tcalc/p. В действительности,
расчетные данные показывают, что при использовании 2D-декомпозиции на различных
вычислительных сетках дают минимальную затрату для расчета и графики затрат в
зависимости от времени вычисления на нескольких взятых процессорах значительно
выше, чем Tcalc/p.

Для объяснения этих результатов необходимо обратить внимание на допущения,
которые были сделаны в ходе предварительного теоретического анализа эффективности
для данной задачи. Во-первых, предполагалось, что независимо от распределения
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Рисунок 3 – Ускорения для различных способов декомпозиции расчетной области

данных на один процессорный элемент, выполнен тот же объем вычислительной
работы, что должно привести к одинаковым затратам времени. Во-вторых, были
предположены, что время, затраченное на межпроцессорные отправки любой степени
того же объема данных, не зависят от их выбора памяти. Для того, чтобы понять,
что происходит в действительности, были проведены следующие наборы тестовых
вычислительных расчетов. Для оценки рассматривалась последовательность первого
подхода, когда программа выполняется в версии с одним процессором, и, таким образом,
имитирует различные способы геометрической декомпозиции данных для того же
объема вычислений, выполняемых каждым процессором.

6 Результаты и обсуждение

Геометрические параметры указаны на Рисунке 1: длина канала L=75, высота канала
H=2, высота уступа S=1. Получены численные результаты были получены для чисел
Re=50, Pr=0.7 и Gr=19.1 (Lin and etc., 1990).

На Рисунке 4 показаны сравнения продольного профиля скорости с численными
данными Лина и др. (Lin and etc., 1990) в точке x/xf = 0.5, где xf = 2.91. На Рисунке 5
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Рисунок 4 – Профиль скоростей с учетом сил плавучести для Re=50,∆T = 1◦C,x/xf = 0.5, где
xf = 2.91

Рисунок 5 – Профиль температуры с учетом сил плавучести для Re=50,∆T = 1◦C,x/xf = 0.5, где
xf = 2.91
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t=0.1 cek.

t=1 cek.

t=3 cek.

Рисунок 6 – Контур горизонтальной компоненты скорости с линиями тока для различных
временных слоев, при Re=50, Pr=0.7 и Gr=19.1
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t=0.1 cek.

t=1 cek.

t=3 cek.

Рисунок 7 – Контур горизонтальной компоненты скорости с линиями тока для различных
временных слоев, при Re=50, Pr=0.7 и Gr=19.1
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t=0.1 cek.

t=1 cek.

t=3 cek.

Рисунок 8 – Контур температуры для различных временных слоев, при Re=50, Pr=0.7 и Gr=19.1

показаны сравнения профиля температуры с численными данными Лина и др. (Lin and
etc., 1990) в точке x/xf = 0.5, где xf = 2.91. Из рисунков видно, что используемый в
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данной работе математическая модель и численный алгоритм совпадают с численными
результатами, полученными Лином и др. (Lin and etc., 1990). На рисунке 6 изображено
линии тока и горизонтальный контур скорости для различных временных слоев при
безразмерных числах Re=50, Pr=0.7 и Gr=19.1. На рисунке 7 изображено вертикальный
контур скорости для различных временных слоев при безразмерных числах Re=50,
Pr=0.7 и Gr=19.1. На рисунке 8 изображено контур температуры для различных
временных слоев при безразмерных числах Re=50, Pr=0.7 и Gr=19.1. Для более
глубокого понимания данного течения из рисунков 6-8 наблюдается развитие течения
за уступом по времени: зарождение и процесс развития области воссоединения потоков
для различных временных слоев с учетом сил плавучести.

7 Заключение

Были выполнены численные исследования ламинарного течения зоной присоединения
потоков за уступом с учетом сил плавучести. Это дало более глубокое представление
о внутреннем течение за уступом и о процессах воссоединения потоков при влиянии
температурных эффектов, что в свою очередь дало представление о дальнейшем
появлении вторичных зон. Расстояние от уступа до границы канала взято в 4
раза больше высоты канала, для более детального изучения течений за уступом
с учетом сил плавучести (Lin and etc., 1990). Численные данные распределения
скорости показали образование первичной зоны воссоединения потоков за уступом.
Для решения систему уравнений Навье-Стокса использовалась схема расщепление по
физическим параметрам. Из графиков видно, что реализованный численный метод дает
маленькую погрешность по сравнению с численными результатами других авторов для
безразмерных чисел Re=50, Pr=0.7 и Gr=19,1.

Также в данной работе для получения быстрых численных результатов применен
параллельный алгоритм. Данный параллельный алгоритм основывается на одномерной,
двухмерной и трехмерной декомпозиции. Результаты параллельной программы
тестирования показали, что 3D декомпозиция не является выигрышной во времени
по сравнению с 2D декомпозицией, для числа процессоров, не превышающих 250, а
3D декомпозиция имеет более трудоемкую программную реализацию и использование
2D-декомпозиции является достаточным для масштабов поставленной задачи. Нужно
также отметить, что постановка граничных условий немаловажный процесс. В
дальнейшем данную математическую модель и параллельный численный алгоритм
можно применить для различных сложных течении с учетом сил плавучести.
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