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Задача типа Дирихле для одного класса нелинейных

уравнений Карлемана — Векуа с сингулярной точкой ∗

В настоящей работе получено достаточное условие существования непрерывных ре-

шений в некоторой угловой неограниченный области плоскости задачи тип а Дирихле

для одного класса эллиптических систем нелинейных дифференциальных уравнен ий

в частных производных первого порядка на плоскости с сингулярной точко й, кото-

рая возникает в теории бесконечно малых изгибании поверхностей положител ьной

кривизны с точкой уплощения общей структуры. При сведении указанной за дачи

к нелинейному интегральному уравнению использована формула нахож дения обще-

го решения соответствующей эллиптической системы линейных дифференциальных

уравнений в частных производных первого порядка на плоскости с сингуляр ной точ-

кой, полученная А. Тунгатаровым. Для доказательства существования н епрерывных

решений задачи Дирихле использован принцип неподвижной точки Шау дера.

Ключевые слова: Задача Дирихле, уравнение Карлемана — Векуа, эллиптическая

система, нелинейное уравнение, неограниченная область.

А. Tungatarov

The Dirichlet type problem for a class of nonlinear Carleman — Vekua

equations with a singular point

In this paper we obtain sufficient condition for existence of continuou s solutions in the

infinite angular domain Dirichlet type problem for a class of the first order elliptic systems

of nonlinear partial differential equations on the plane with a sin gular point which occurs

in the theory of infinitesimal deformations of surfaces of positive curvature with a flat point

of general structure. For the reduction of this problem to a nonlinear integral equation we

use the formula for finding of general solution of appropriate fi rst order partial differential

elliptic system of linear equations on the plane with a singular po int which was obtained by

A. Tungatarov. Schauder fixed point principle was used to prove th e existence of continuous

solutions of the Dirichlet problem.

Key words : Dirichlet problem, Carleman — Vekua equation, elliptic system, non linear

equation, unbounded domain.
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Ә. Түнғатаров

Сингулярлы нүктесi бар бiр сызықты емес Карлеман — Векуа теңдеулер

классы үшiн Дирихле түрiндегi есеп

Бұл жұмыста жалпы құрылымды тегiс нүктесi бар оң иiлiмдi беттердiң шексiз а з

иiлу теориясында кездесетiн жазықтықта сингулярлы нүктесi бар бiрiншi дәреж елi

дербес туындыны сызықты емес эллиптикалық дифференциалдық теңдеулердiң бiр
жүйелерi үшiн Дирихле түрiндегi есептiң үзiлiссiз функциялар кеңiстiгiн де ше-

шiлуiнiң жеткiлiктi шарты алынған. Айтылып отырған есептi интегралдық сызықты

емес теңдеуге келтiру кезiнде сингулярлы нүктесi бар сәйкес сызықты эллиптикалық

дербес туындылы теңдеулердiң Ә.Түнғатаров құрған жалпы шешiмi пайдала нылған.

Дирихле есебiнiң үзiлiссiз шешiмдерiнiң бар болуы Шаудердiң қозғалма йтын нүкте

принципiн пайдалану арқылы дәлелденген.

Түйiн сөздер: Дирихле есебi, Карлеман — Векуа теңдеуi, эллиптикалық жүйе,

сызық-ты емес теңдеу, шексiз облыс.

1. Постановка краевой задачи

Пусть 0 < ϕ0 ≤ 2π, G = {z = reiϕ : 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0}; ν, σ – заданные положи-
тельные, a, γ – заданное комплексное числа; S[0, ϕ0] – класс существенно ограниченных
и измеримых в [0, ϕ0] функции f(ϕ) с нормой ∥f∥1 = sup vraiϕ∈[0,ϕ0]|f(ϕ)|.

Рассмотрим в G уравнение

∂W

∂z̄
+

b(ϕ)

2z̄
W =

a(zν ,W )

2z̄
, (1)

где b(ϕ) ∈ S[0, ϕ0], а a(z,W ) – непрерывная по совокупности переменных в области
{(z,W ) : z ∈ G |r−νW − γ| < σ}, однородная функция первого порядка относительно z,

W, т.е. для любого действительного числа t имеет место равенство a(tz, tW ) = ta(z,W ).
Мы ищем решение уравнения (1) в виде

W = rνeiνϕV (ϕ) = zνV (ϕ), (2)

где
V (ϕ) ∈ C[0, ϕ0] ∩W 1

∞[0, ϕ0].

Здесь W 1
∞[0, ϕ0] – класс функций f(ϕ), для которых f

′

(ϕ) ∈ S[0, ϕ0].
Для уравнения (1) рассмотрим следующую краевую задачу.
Задача D. Требуется найти решение уравнения (1) в виде (2), удовлетворяющее

условию

V (0) = γ, (3)

где γ – заданное комплексное число.
Следует отметить, что уравнение (1) является комплексной записью нелинейной эл-

липтической системы дифференциальных уравнений в частных производных на плос-
кости с сингулярной точкой, а задача D – задачей типа Дирихле для системы (1), гра-
ничное условие которой задана на положительной действительной оси: ϕ = 0.
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2. Решениие задачи Дирихле

Уравнение (1) в полярной системе координат имеет вид

∂W

∂r
+

i

r

∂W

∂ϕ
+

b(ϕ)

r
W =

rνa(eiνϕ, r−νW )

r
. (4)

Здесь мы использовали свойство однородности функции a(t,W ) относительно z, W.

Подставляя (2) в (4), получим уравнение относительно V :

V
′

− b1(ϕ)V = a1(ϕ, V ), (5)

где b1(ϕ) = ib(ϕ)e−2iνϕ, a1(ϕ, V ) = −ie−iνϕa(eiνϕ, eiνϕV ).
Для решения нелинейного уравнения (5) используем общее решение уравнения

V
′

− b1(ϕ)V = a1(ϕ), (6)

построенное в [3,4].
Общее решение уравнения (6) имеет вид

V (ϕ) = c̄P1(ϕ) + cP2(ϕ) + P3(ϕ), (7)

где с-произвольное комплексное число,

P1(ϕ) =
∞∑
j=1

J2j−1(ϕ), P2(ϕ) = 1 +
∞∑
j=1

J2j(ϕ), P3(ϕ) =
∞∑
j=0

Aj(ϕ),

J1(ϕ) =

ϕ∫

0

b1(t)dt, Jj(ϕ) =

ϕ∫

0

b1(t)Jj−1(t)dt, (j = 2,∞),

A0(ϕ) =

ϕ∫

0

a1(t)dt, Aj(ϕ) =

ϕ∫

0

b1(t)Aj−1(t)dt, (j = 2,∞).

Относительно функции P1(ϕ), P2(ϕ), P3(ϕ) справедливы следующие оценки и соотно-
шения:

|P1(ϕ)| ≤ sh(|b
1
|1 · ϕ), |P2(ϕ)| ≤ ch(|b1|1 · ϕ), |P3(ϕ)| ≤ |A0|0 exp(|b1 |1)ϕ, (8)

где |f |0 = max0≤ϕ≤ϕ1
|f(ϕ)|,

P
′

1 = b1(ϕ)P2, P
′

2 = b1(ϕ)P1, P
′

3 = b1(ϕ)P3 + a1(ϕ) (9)

Из последних равенств в силу явных видов функции P1(ϕ), P2(ϕ) и P3(ϕ) получим

P1(ϕ) =

ϕ∫

0

b1(t)P2(t)dt, P2(ϕ) = 1 +

ϕ∫

0

b1(t)P1(t)dt,

P3(ϕ) = 1 +
ϕ∫
0

b1(t)P3(t)dt+
ϕ∫
0

a1(t).

(10)
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Из (9) следует, что функция V (ϕ), определенная по формуле (7), является решени-
ем уравнения (6) из класса C1[0, ϕ0]. Используя второе равенство формул (10) можно
получить тождество [3]:

|P2(ϕ)|
2 − |P1(ϕ)|

2 ≡ 1

Из этого тождества и равенств (9) следует, что Вронскиан функции P1(ϕ), P2(ϕ)
равен – b1(ϕ) ̸= 0. Поэтому функции P1(ϕ), P2(ϕ) линейно независимы в [0, ϕ0].

В силу формулы (7) для решения уравнения (4) используем интегральное уравнение

V (ϕ) = c̄P1(ϕ) + cP2(ϕ) + P3(ϕ, V ), (11)

где

P3(ϕ, V ) =
∞∑
j=0

Aj(ϕ, V ), A0(ϕ, V ) =

ϕ∫

0

a1(t, V (t))dt,

Aj(ϕ, V ) =

ϕ∫

0

b1(t)Aj−1(t, V (t))dt, (j = 1,∞).

Из (8) и (10) следует

|P1(ϕ)| ≤ |b1|1 · ch(|b1|1 · ϕ0) · ϕ,

|P2(ϕ)− 1| ≤ |b1|1 · sh(|b1|1 · ϕ0) · ϕ,
(12)

|P1(ϕ2)− P1(ϕ1)| ≤ |b1|1 · sh(|b1|1 · ϕ0)| · |ϕ2 − ϕ1|,

|P2(ϕ2)− P2(ϕ1)| ≤ |b1|1 · ch(|b1|1 · |ϕ0)| · ϕ2 − ϕ1|,
(13)

где 0 ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ ϕ0.
Пусть a2 – максимум функции |P3(ϕ, V )| в области {(ϕ, V ) : 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0, |V −γ| < σ}.

Из вида функции P3(ϕ, V ) следуют неравенства

|P3(ϕ, V )| ≤ a2 · (exp(|b1|1 · ϕ0)− 1), (14)

|P3(ϕ2, V )− P3(ϕ1, V )| ≤ a2(1 + |b1|1) · (exp(|b1|1 · ϕ0)− 1)|ϕ2 − ϕ1|. (15)

Из вида функций P1(ϕ), P2(ϕ), P3(ϕ, V ) следует, что правая часть равенства (11)
принадлежит классу C1[0, ϕ0]. Если берем производную от обеих частей равенства (11),
то получим уравнение (5). Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 1 Любое решение уравнения (11) из класса C[0, ϕ0] ,будет решением уравне-
ния (5) из класса C1[0, ϕ0].

Теперь решение V = V (ϕ) уравнения (5) подчиним условию (3). Для этого из (11) с
учетом равенств P1(0) = P3(0, V ) = 0, P2(0) = 1 получим равенство c = γ.

Следовательно, любое решение из класса C[0, ϕ0] уравнения

V (ϕ) = (TV )(ϕ), (16)
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где (TV )(ϕ) = γ̄P1(ϕ) + γP2(ϕ) + P3(ϕ, V ), будет и решением уравнения (5), удовлетво-
ряющим условию (3).

Пусть

|γ| · |b1|1 · ϕ0 · exp(|b1|1ϕ0) + a2(exp(|b1|1ϕ0)− 1) < σ. (17)

Неравенство (17) можно добиться за счет малости числа ϕ0. Пусть имеет место нера-
венство (17). Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2 В области {(ϕ,W ) : 0 ≤ ϕ ≤ ϕ0, |r−νW − γ| < σ}, где число ϕ0 удовле-
творяет условию (17), существует хотя бы одно решение уравнения (1) в виде (2),
удовлетворяющее условию (3).

Доказательство. Если существует решение уравнения (16) из класса C[0, ϕ0], то в
силу теоремы 1 это решение будет решением уравнения (5), удовлетворяющее условию
(3). Поэтому существует решения задачи D в виде (2), где V (ϕ) – решение уравнения
(6), удовлетворяющее условию (3).

Пусть ∥V ∥ = max0≤ϕ≤ϕ0
|V (ϕ)|. Рассмотрим оператор Т, определенный равенством

(TV )(ϕ) = γ̄P1(ϕ) + γP2(ϕ) + P3(ϕ, V ),

на шаре ∥V −γ∥ ≤ σ пространства C[0, ϕ0]. В силу неравенств (12) – (15) и (17) оператор
(TV )(ϕ) преобразует замкнутое выпуклое множество функции V (ϕ) в свою компактную
часть. Поэтому согласно принципу Шаудера уравнение (16) имеет решение из класса
C[0, ϕ0].

Теорема доказана.
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