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Аннотация. В настоящем докладе рассматриваются задачи уравнения переноса, связанные
с ядерно-геофизическими технологиями. Основное внимание уделено проблемам восстанов-
ления параметров по данным измерений. Дается некоторый обзор современного состояния.
Приводятся новые результаты по развитию подхода и методов “последовательные приближе-
ния по характерным взаимодействиям”.
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1 Введение

Уравнение переноса применяют для описания физико-кинетических процессов распро-
странения частиц в различных средах; в том числе, в физике реакторов, в астрофизи-
ке и атмосферной оптике, в ядерно-геофизических технологиях изучения горных пород
и нефте-газоносных пластов, а также при исследовании поверхностей планет. В настоя-
щем докладе рассматриваются обратные задачи уравнения переноса, связанные с ядерно-
геофизическими технологиями( ЯГТ). Нельзя не отметить, что последние входят в обя-
зательный комплекс «геофизического исследования скважин», что гамма-гамма метод ис-
пользовался при восстановлении плотности поверхностного слоя Луны и что численные
решения задач об ЯГТ ориентированы на суперкомпьютеры.

В работе речь идет о постановке обратных задач уравнения переноса и численных мето-
дах их решения, о восстановлении параметров коэффициентов этого уравнения по данным
измерений функционалов от потоков частиц и об определении соответствующих параметров
горной породы, используя ядерно-геофизические технологии. Основное внимание уделяется
развитию подхода и метода «последовательные приближения по характерным взаимодей-
ствиям», сформулированного автором ранее в [23], [31],[24]. Проблема конструирования ма-
тематической, или компьютерной, инверсии является актуальной как для многих проблем
переноса частиц, так и других разделов науки, и итерационные методы — один из путей её
решения (см., напр.,[15], [9],[6], [10], [16], [12], [7]).

Для уравнения переноса в различных областях его приложения изучают разно-
го типа обратные задачи( см., напр., [10], [16], [11], [32], [4], [2]. Методы "последо-
вательные приближения по характерным взаимодействиям"(ППХВ) развивались в свя-
зи с ядерно-геофизическими технологиями: нейтрон-активационным каротажем, рентген-
флуоресцентным анализом, импульсным нейтрон-гамма каротажем [19,20,29,21,30]. Для
ядерно-геофизических применений типичны высокая размерность, зависимость сечений
взаимодействий от энергий, многоэлементный состав сред. Всё это создаёт трудности для
анализа и решения не только обратных, но и "прямых"задач.

При геофизическом исследовании скважин, как правило, восстанавливают параметры
горной породы и ее флюидов, параметры скважинных флюидов и некоторые другие( см.,
напр., [17,13,18]). Аналогично, речь идет о восстановлении параметров горной породы и при
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различных лабораторных ядерно-геофизических методах или исследоании поверхностных
слоёв других планет. В условиях, когда сложна строгая математическая интерпретация,
существуют и получают развитие приближенные подходы к проблеме интерпретации дан-
ных. Исторически одним из первых являлся подход на основе приближенного рассмотрения
процессов переноса уравнениями диффузионного типа. Длина замедления, диффузионная
длина, время жизни — вот характерные интегральные параметры горных пород, подле-
жащие восстановлению. Конечно, эти параметры являлись промежуточными на пути к
истинным петрофизическим, к содержаниям элементов, минералов, окислов и т.д. Ино-
гда для инверсии используют синтетический подход, в котором объединяют какие-либо
приближения к процессу переноса и зависимости показаний от параметров, полученные
как экспериментально, так и посредством вычислений методами Монте-Карло(см., напр.,
[26,33]). Иного типа приближенный подход к инверсии, имеющий непосредственное отноше-
нию к импульсному нейтрон-гамма каротажу, развивался во многих работах, включая пуб-
ликации [28,27]. В этом подходе энергетический спектр 𝛾-квантов приближается линейной
комбинацией стандартных моноэлементных спектров, которые получены лабораторными
измерениями. Коэффициенты линейной комбинации, yields, подлежат определению. Yields
являются величинами, аналогичными коэффициентам регрессии в линейных моделях ма-
тематической статистики, в задачах множественной линейной регрессии (см., напр., [5]).
Они являются "промежуточными" параметрами; поэтому, далее, отношения различных
yields связываются с отношениями соответствующих концентраций элементов-стандартов.
Функциональная зависимость между отношениями концентраций и коэффициентов (yields)
получается эмпирически на основе лабораторных измерений. Достоинством подхода явля-
ется возможность приближенно оценивать состав горной породы в "реальном времени"
движения каротажного прибора. В отличие от вышеизложеного в нашем подходе мы осно-
вываемся на (точном) уравнении переноса. Более того, поскольку в известном смысле оно
вторично по отношению к определённого типа марковским скачкообразным процессам и
цепям Маркова, то используем этот фундаментальный факт. Проблема определения пара-
метров коэффициентов уравнения переноса эквивалентна задаче об определении этих же
параметров, входящих в те или иные распределения указанных марковских процесса или
цепи . Возможна трактовка рассматриваемого здесь как задач восстановления параметров
соответствующих марковских процесса или цепи по некоторым заданным "измерениям" ,
включая измерения тех или иных математических ожиданий; то есть мы можем тракто-
вать изучаемое как некоторые проблемы математической статистики. И мы используем эту
эквивалентность, а именно, прежде всего, свойство аддитивности, производя необходимые
разбиения в пространстве траекторий частиц, выделяя подмножества "характерных траек-
торий" и представляя математические ожидания как сумму соответствующих слагаемых.

Первый шаг в излагаемом подходе состоит в выборе и назначении неизвестных парамет-
ров. В качестве таковых рассматриваем (числовые) плотности атомов или других частиц,
которые участвуют в «характерных взаимодействиях». Они являются истинными неизвест-
ными, и при наличии взаимно-однозначных соответствий через них выражаются другие
параметры. Мы развиваем подход и методы ППХВ, выделяя, как и ранее, помимо харак-
терных взаимодействий, также множества характерных траекторий и вводя матрицу харак-
терных взаимодействий. Отметим, что в реалистичных численных экспериментах, сорпро-
вождающих развитие подхода, на каждом итерационном шаге с использованием методов
Монте-Карло решаются сопутствующие прямые задачи.
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2 Обозначения, модель среды и сечения взаимодействий

2.1 Терминология, уравнения переноса

Пусть (см., напр., [8,18]) (𝑋) = 𝑅3 ⊗ (𝑆1) ⊗ [0,∞) – фазовое пространство координат,
направлений и энергий, где (𝑆1) — сфера радиуса 1, и 𝑥 ≡ (𝑟,𝛺,𝐸) ∈ 𝑋. Как 𝑣 = 𝑣(𝐸)
обозначаем скорости частиц, 𝑣 = |𝑣|𝛺. Всюду далее, где возможно, сохраняем обозначения
из [23], [31], [24]; и также, как в них, группируем изучаемые задачи в форме проблем 1 и 2,
или задач 1 и 2.

Обозначим:
(𝑉𝐺) — пространственная область, в которой рассматривается перенос частиц, (𝑉𝐺) ⊂

𝑅3; в случае, в котором (𝑉𝐺) не совпадает со всем пространством и является лишь его ча-
стью, мы предполагаем, что эта область выпуклая и что её граница (𝜕𝑉𝐺) является кусочно-
гладкой, такой, что нормаль к ней существует почти всюду;

(𝐺) = (𝑉𝐺) ⊗ (𝑆1) ⊗ [0,∞), (𝐺) ⊂ (𝑋);
(𝑉 ) — подобласть в (𝑉𝐺), вещественный состав которой подлежит определению; (𝑉 ) ⊂

(𝑉𝐺);
𝑞𝑖𝑛(𝑡, 𝑥), 𝑞0(𝑡, 𝑥) — плотности заданных источников частиц соответственно в 1-й и 2-й

проблемах; предполагается, что по пространственной переменной 𝑟 эти плотности отличны
от 0 лишь в некоторых ограниченных подобластях в (𝑉𝐺);

𝜑𝑖𝑛(𝑡, 𝑥) и 𝜑(𝑡, 𝑥) — фазовые плотности частиц соответственно начального и конечного
типов в 1-й задаче; во второй задаче 𝜑(𝑡, 𝑥) есть фазовая плотность частиц; 𝛷𝑖𝑛(𝑡, 𝑥) ≡
|𝑣|𝜑𝑖𝑛(𝑡, 𝑥), 𝛷(𝑡, 𝑥) ≡ |𝑣|𝜑(𝑡, 𝑥) — плотности (скалярных) потоков частиц;

𝛴𝑖𝑛(𝑥) и 𝛴(𝑥), 𝑆+
𝑖𝑛 и 𝑆+ — полные макроскопические сечения взаимодействий и линей-

ные интегральные операторы рассеяния соответственно для частиц начального и конечного
(основного) типов в 1-й проблеме; в проблеме 2 𝛴(𝑥) и 𝑆+ есть соответственно полное мак-
роскопическое сечение взаимодействия и линейный интегральный оператор рассеяния;

�̂�+ — линейный интегральный оператор в проблеме 1, описывающий появление (рожде-
ние) частиц основного типа в результате взаимодействия частиц начального типа со средой,
𝑞(𝑡, 𝑥) ≡ [�̂�+𝛷𝑖𝑛](𝑡, 𝑥) — плотности источников частиц основного типа (в проблеме 1),

𝐼𝑖 ≡
∫︀
|𝑣|𝜑(𝑡, 𝑥)ℰ𝑖(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑀 ,— заданные линейные функционалы от

𝛷(·) = |𝑣|𝜑(·), 𝑁𝑀 <∞; ℰ𝑖(·, ·) — весовые функции, характеризующие прибор.
Сразу условимся, что если область интегрирования не указывается, что уже было выше,

то она совпадает со всей областью интегрирования. Для операторов 𝑆+
𝑖𝑛, 𝑆

+ и �̂�+ простран-
ственная переменная 𝑟 ∈ 𝑅3 является параметром; через 𝑆𝑖𝑛, 𝑆 и �̂� обозначим интегральные
операторы, сопряженные соответственно к 𝑆+

𝑖𝑛, 𝑆
+ и �̂�+. Каждая пара операторов задает-

ся соответствующим ядром, а именно, посредством макроскопических дифференциальных
сечений взаимодействий: 𝑆𝑖𝑛(𝛺,𝐸 → 𝛺′, 𝐸′|𝑟), 𝑆(𝛺,𝐸 → 𝛺′, 𝐸′|𝑟) и посредством функции
𝑄(𝛺,𝐸 → 𝛺′, 𝐸′|𝑟). Считаем, что все три ядра являются обобщенными плотностями по вто-
рой паре переменных (по 𝛺′, 𝐸′) и измеримыми функциями по первой паре (по 𝛺,𝐸). Мы
рассматриваем случай "неразмножающих" сред в (𝐺) и считается, что

∫︀
𝑞𝑖𝑛(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 1,∫︀

𝑞0(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 1 и что ∀𝑥 ∈ (𝐺) 0 ≤ 𝛴𝑖𝑛(𝑥) < 𝐶𝛴 , 0 ≤ 𝛴(𝑥) < 𝐶𝛴 , 𝐶𝛴 < ∞; также
считается, что [�̂� · 1](𝑥) < 𝐶𝑄 < ∞. Заметим, что макроскопические интегральные сече-
ния рассеяний [𝑆𝑖𝑛 · 1](𝑥) и [𝑆 · 1])(𝑥) являются слагаемыми полных сечений 𝛴𝑖𝑛(𝑥) и 𝛴(𝑥)
соответственно. В проблеме 1 при рождении частицы конечного типа частица-родитель
либо поглощается, либо выживает (рассеивается), изменяя энергию и направление. Макро-
скопические сечения этих взаимодействий являются частями (слагаемыми) сечений 𝛴𝑖𝑛(·)
и [𝑆𝑖𝑛 · 1](·) соответственно. Например, рождение 𝛾-кванта возможно как при неупругом
рассеянии нейтрона, так и при радиационном захвате (поглощении) последнего.
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В обеих проблемах перенос частиц рассматривается в области (𝐺) в интервале вре-
мен [0,+∞); (𝑡, 𝑥) ∈ [0,+∞) ⊗ (𝐺). В 1-й задаче система уравнений переноса в интегро-
дифференциальной форме есть{︂ 𝜕𝜑𝑖𝑛

𝜕𝑡 + (𝑣,∇𝜑𝑖𝑛) +𝛴𝑖𝑛𝛷𝑖𝑛 = 𝑆+
𝑖𝑛𝛷𝑖𝑛 + 𝑞𝑖𝑛, 𝛷𝑖𝑛 ≡ |𝑣|𝜑𝑖𝑛,

𝜕𝜑
𝜕𝑡 + (𝑣,∇𝜑) +𝛴𝛷 = 𝑆+𝛷+ �̂�+𝛷𝑖𝑛, 𝛷 ≡ |𝑣|𝜑.

(1)

Интегро-дифференциальное уравнение для 2-й задачи есть

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ (𝑣,∇𝜑) +𝛴𝛷 = 𝑆+𝛷+ 𝑞0, 𝛷 ≡ |𝑣|𝜑. (2)

В обеих проблемах считаются заданными начальные условия. Причем в задаче 1 считаем
начальную фазовую плотность 𝜑(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 тождественно равной нулю. Если (𝐺) не совпадает
с (𝑋), то в обеих задачах, т. е. для (1) и (2), на границе (𝜕𝑉𝐺) считаются поставленными
стандартные "нулевые" граничные условия (отсутствия потока частиц извне). В случае
неограниченной среды рассматриваются решения уравнений переноса, "стремящиеся"к 0
при |𝑟| → ∞. В обеих проблемах мы рассматриваем обобщенные решения соответствующих
задач системы (1) и уравнения (2), которые даются интегральной формой соответственно
для системы (1) и уравнения (2). В случае, если (𝑉𝐺) не совпадает с 𝑅3, с целью учета
граничных условий для интегральной формы уравнений считается, что пространственная
среда вне (𝑉𝐺) заполнена абсолютно поглощающим веществом, макроскопическое сечение
которого также не превышает постоянной 𝐶𝛴 . Наконец, предполагается, что вероятность со-
бытия "не менее чем 𝑗0 последовательных рассеяний частицы" является величиной, строго
отделенной от 1 п.н.; здесь 𝑗0 есть некоторое заданное натуральное число. Говоря «части-
ца», имеем в виду таковые как в проблеме 2, так и любую из двух типов в проблеме 1.
При данных предположениях поставленные задачи для (1) и (2) разрешимы единственным
образом, и соответствующие решения могут быть записаны в форме ряда Неймана. Мы
рассматриваем все фазовые плотности принадлежащими множеству обобщенных плотно-
стей конечных мер. Интегральные уравнения, о которых говорилось выше, записаны в тех
же обозначениях, что и в данной работе, в [23], [31]; поэтому здесь мы их не приводим.

Все весовые функции ℰ. в настоящей работе считаются ограниченными кусочно-
непрерывными функциями и такими, что все линейные функционалы 𝐼. существуют и од-
нозначно определены. Предполагаем, что носители плотностей 𝑞𝑖𝑛 в первой проблеме и 𝑞0 во
второй не пересекаются с носителями функций ℰ. . Наряду с функционалами 𝐼. , которые
являются также соответствующими средними по траекториям частиц, считаем заданной
некоторую последовательность {𝑧𝑖}𝑁𝑀

𝑖=1 непрерывных функций от искомых параметров.
Предполагаем, что ∀𝑖 модули этих функций являются отделёнными от 0 и ограниченны-
ми сверху. Например, в качестве 𝑧. могут фигурировать линейные функционалы от 𝛷 и
какие-либо математические ожидания по траекториям частиц.

В настоящей работе мы интересуемся определением коэффициентов системы (1) и урав-
нения (2), а именно, макроскопических сечений взаимодействий для 𝑥 таких, что 𝑟 ∈ (𝑉 );
более точно, — мы интересуемся восстановлением некоторой совокупности 𝑁 парамет-
ров, о которых уже говорилось как о плотностях частиц в характерных взаимодействи-
ях и которые входят в эти сечения. Вышеуказанные коэффициенты для 𝑟 ∈ (𝑉 ) восста-
навливаются по заданной совокупности {𝑑𝑖}𝑁𝑀

𝑖=1 𝑁𝑀 измерений, или наблюдений, значе-
ний последовательности {𝐽1, · · · , 𝐽𝑁𝑀

} непрерывных функций от искомых параметров, где
𝐽𝑖 = 𝐼𝑖/𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁𝑀 . 𝑁 ≤ 𝑁𝑀 . Детально эти 𝑁 параметров будут определены в сле-
дующем разделе. Обозначим: (𝐺𝑉 ) ≡ (𝑉 ) ⊗ (𝑆1) ⊗ [0,+∞), 𝑑 и 𝐽− столбцы данных из-
мерений и теоретических выражений (записей) для этих измерений как функций от пара-
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метров; 𝑑 ≡ (𝑑1, · · · , 𝑑𝑁𝑀
)𝑇 , 𝐽 ≡ (𝐽1, · · · , 𝐽𝑁𝑀

)𝑇 . Обозначим также: 𝐼 ≡ (𝐼1, · · · , 𝐼𝑁𝑀
)𝑇 , 𝑧 ≡

(𝑧1, · · · , 𝑧𝑁𝑀
)𝑇 .

2.2 Модель вещественного состава области (𝑉 )

С физической точки зрения мы интересуемся, вообще говоря, вещественным составом об-
ласти (𝑉 ). Ограничиваемся здесь случаем, когда (𝑉 ) есть однородная среда и состоит из
набора 𝐾 компонент с объемными долями 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝐾. В качестве компонент могут
рассматриваться как минералы с заданными химическими составами, так и отдельные хи-
мические элементы. Обозначим как 𝛼 столбец высоты 𝐾, элементами которого являются
объемные доли 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝐾; 𝛼 = (𝛼1, · · · , 𝛼𝐾)𝑇 . Пусть

𝛬𝛼 = 𝜆, (3)
где 𝛬 — (𝐾 −𝑁) ×𝐾 матрица, а 𝜆 — столбец высоты 𝐾 −𝑁,

есть заданная система 𝐾 − 𝑁 линейных уравнений связи на компоненты 𝛼; 𝐾 − 𝑁 ≥ 1.
Пусть, далее,

𝛬𝑛𝑒𝑞𝛼 < 𝜆𝑛𝑒𝑞 (4)

есть заданная система конечного числа 𝐾𝑛𝑒𝑞 линейных неравенств на компоненты 𝛼, где
𝛬𝑛𝑒𝑞 и 𝜆𝑛𝑒𝑞 — некоторые 𝐾𝑛𝑒𝑞 ×𝐾 матрица и столбец высоты 𝐾𝑛𝑒𝑞, соответственно. Счи-
таем, что столбцы 𝛼 принадлежат области 𝒜,

𝒜 ≡ {𝛼 : 𝛼 ∈ 𝑅𝐾 , 𝛬𝑛𝑒𝑞𝛼 < 𝜆𝑛𝑒𝑞, 𝛬𝛼 = 𝜆}, 𝒜 ⊂ 𝑅𝐾 . (5)

Как первое в системе (3) всегда фигурирует уравнение

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘 = 1. (6)

В системе неравенств (4) в качестве первых всегда рассматриваем 𝐾 неравенств

𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1,𝐾; 𝐾 ≤ 𝐾𝑛𝑒𝑞. (7)

Нетрудно видеть, что вследствие (6) — (7)

∀𝑘 ∈ 1,𝐾 : 0 < 𝛼𝑘 < 1.

Далее, заключаем, что 𝒜 есть выпуклая ограниченная область; 𝒜 ⊂ (0, 1)𝐾 ⊂ 𝑅𝐾 .
Пусть 𝜌𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁𝑒, — числовые плотности (или объемные концентрации в 1/𝑚3) всех

химических элементов, содержащихся в (𝑉 ). Величины 𝜌. полностью определяются зна-
чениями столбца 𝛼, являясь соответствующими линейными комбинациями его компонент
𝛼𝑘, 𝑘 = 1,𝐾. Список химических элементов [1, · · · , 𝑁𝑒] мы разбиваем на два подсписка:
[1, · · · , 𝑁 ] и [(𝑁 + 1), · · · , 𝑁𝑒]. В первой проблеме подсписок 1 составляют все те элементы,
на которых происходят взаимодействия, в процессе которых генерируются частицы конеч-
ного (второго) типа. В проблеме 2 подсписок 1 составляют элементы, на которых имеют
место рассеяния заданного выделенного типа. В проблеме 2 допускаем, что один и тот же
химический элемент, входя в две различные группы компонентов, может быть представлен
своими соответствующими плотностями в обоих подсписках. Например, содержания ато-
мов водорода во флюиде и в минеральном скелете формации( горной породы). В обеих
проблемах о выделенных здесь взаимодействиях будет говориться как о характерных, или
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главных (взаимодействиях). Будем обозначать как 𝜌 столбец (𝜌1, · · · , 𝜌𝑁 )𝑇 , т. е. столбец из
числовых плотностей элементов первой группы. Имеем, что

𝜌 = 𝛶𝛼, где 𝛶 − заданная 𝑁 ×𝐾 матрица, 𝛼 ∈ 𝒜.

Пусть 𝒰 ≡ {𝜌 : 𝜌 = 𝛶𝛼, 𝛼 ∈ 𝒜}. Введем отображение

𝛶𝑀 : 𝒜 → 𝒰 , 𝜌 = 𝛶𝑀 (𝛼) = 𝛶𝛼 ∀𝛼 ∈ 𝒜; 𝒰 = 𝛶𝑀 (𝒜). (8)

Предполагаем, что 𝛶𝑀 осуществляет взаимно-однозначное отображение 𝒜 на 𝒰 . Считается,
что все элементы 𝛶𝑖𝑗 матрицы 𝛶 являются неотрицательными и что ∀𝑖 ∈ 1, 𝑁

∑︀𝐾
𝑗=1 𝛶𝑖𝑗 >

0. Тем самым, поскольку ∀𝑗 0 < 𝛼𝑗 < 1, то ∀𝑖 ∈ 1, 𝑁 𝜌𝑖 =
∑︀𝐾

𝑗=1 𝛶𝑖𝑗𝛼𝑗 > 0 и 𝜌𝑖 <
∑︀𝐾

𝑗=1 𝛶𝑖𝑗 .
Обозначим 𝛱𝑈 = {𝜌 : ∀𝑖 ∈ 1, 𝑁 0 < 𝜌𝑖 <

∑︀𝐾
𝑗=1 𝛶𝑖𝑗}. Имеем, что 𝒰 ⊂ 𝛱𝑈 ⊂ 𝑅𝑁 . Множества

𝒰 и 𝛱𝑈 , как и 𝒜, являются выпуклыми ограниченными областями.
Будем обозначать как 𝛶−1

𝑀 отображение, обратное к 𝛶𝑀 ,

𝛶−1
𝑀 : 𝒰 → 𝒜, 𝛼 = 𝛶−1

𝑀 (𝜌).

Это обратное может быть записано в явной форме как

𝛶−1
𝑀 : 𝒰 → 𝒜, 𝒜 = {𝛼 : 𝛶𝛼 = 𝜌, 𝛬𝛼 = 𝜆, 𝜌 ∈ 𝒰}.

Составим 𝐾 ×𝐾 матрицу 𝐵 , в первых 𝑁 строках которой располагаем матрицу 𝛶 , а в
последних 𝐾 −𝑁 строках — матрицу 𝛬. Составим также столбец (𝜌;𝜆) высоты 𝐾 такой,
что

(𝜌;𝜆)𝑇 ≡ (𝜌1, · · · , 𝜌𝑁 ;𝜆1, · · · , 𝜆𝐾−𝑁 ).

Отображение 𝛶−1
𝑀 как раз связано с решением системы линейных алгебраических уравнений

𝐵𝛼 = (𝜌;𝜆), 𝜌 ∈ 𝒰 ; (9)

в силу взаимно-однозначного соответствия между 𝒜 и 𝒰 :

|𝐵| ≡ det ||𝐵|| ≠ 0 . (10)

2.3 Структура коэффициентов уравнения переноса в области (𝑉 )

Конкретный вид коэффициентов уравнений переноса в (1) и (2), связанных с областью (𝑉 )
общего вида, дан в [23,31,24]. Ограничимся здесь лишь записью величин, относящихся к
характерным взаимодействиям в рассматриваемом случае однородной области. В проблеме
1 для 𝑥 ∈ (𝐺𝑉 ) считается, что

�̂�+ = �̂�+
0 + �̂�+

𝑏 ,

где �̂�+
0 есть некоторый заданный, известный и независящий от 𝜌 или 𝛼 оператор; оператор

�̂�+
𝑏 считается тождественно равным нулю вне (𝑉 ), т. е. для 𝑥 /∈ (𝐺𝑉 ), и

�̂�+
𝑏 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜌𝑗𝑞
+
𝑗 ∀𝑥 ∈ (𝐺𝑉 ),

где 𝑞+𝑗 , 𝑗 = 1, · · · , 𝑁, — "парциальные" операторы, описывающие рождение частиц основ-
ного типа на 1 атом элемента 𝑗. Полагаем, что все 𝑞+𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁, являются тождественно
нулевыми операторами вне (𝑉 ).
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В проблеме 2 считается, что в (𝑉 )

𝑆+ = 𝑆+
0 + 𝑆+

𝑏 ,

где 𝑆+
𝑏 есть тождественно нулевой оператор ∀𝑥 /∈ (𝐺𝑉 ), т. е. вне (𝑉 ), и

𝑆+
𝑏 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜌𝑗 �̂�
+
𝑗 ∀𝑥 ∈ (𝐺𝑉 ),

где парциальные операторы �̂�+𝑗 , 𝑗 = 1, · · · , 𝑁, описывают рассеяния выделенного харак-
терного типа на 1 атом элемента 𝑗. В (𝑉 ) оператор 𝑆+

0 отвечает всем остальным типам
рассеяния. Для 𝛾− 𝛾 методов в случае комптоновского рассеяния следует скорректировать
термины; следует говорить о плотности электронов и парциальном сечении на 1 электрон.

Все парциальные сечения, фигурирующие выше, рассматриваются как ограниченные в
соответствии со свойством ограниченности полных сечений. Отметим, что взаимодействия,
описываемые операторами �̂�+

𝑏 и 𝑆+
𝑏 , играют в рассматриваемых проблемах особую роль.

Мы говорим об этих взаимодействиях как о "характерных". Можно трактовать, что осталь-
ные взаимодействия являются лишь сопутствующими и "мешающими" для определения
рассматриваемых параметров. Введем теперь для обеих рассматриваемых проблем, 1 и 2, 𝑗
- е подмножество «характерных траекторий » , определяя, что на каждой траектории этого
𝑗 - го подмножества содержится хотя бы одно 𝑗 - е характерное взаимодействие; 𝑗 = 1, 𝑁. В
последующем разделе, развивая терминологию, введём также матрицу "характерных вза-
имодействий" .

3 Постановка обратных задач восстановления параметров

3.1 Предварительные замечания

В соответствии со свойствами сечений взаимодействий, источников и граничных условий
решения прямых задач обеих рассматриваемых проблем существуют и единственны ∀𝛼 ∈ 𝒜
и представляются в форме сходящегося ряда Неймана [18].

Столбцы 𝑧, 𝐼 и 𝐽 являются столбцами-функциями от 𝛼 ∈ 𝒜; для последнего из них
запишем:

𝐽 : 𝒜 → 𝒥 , 𝒥 ⊂ 𝑅𝑁𝑀 , (11)

где через 𝒥 обозначено множество значений столбца функций 𝐽. В некотором смысле ис-
ходную "систему уравнений измерений"для обеих изучаемых проблем восстановления па-
раметров запишем в виде

𝐽(𝛼) − 𝑑 = 0 относительно неизвестных 𝛼 (и 𝜌). (12)

Считаем, что отображение (11) является непрерывным и ограниченным. Композиция
𝐽 ∘ 𝛶−1

𝑀 , или сложная функция 𝐽(𝛶−1
𝑀 (·)) от 𝜌 ∈ 𝒰 , отображает 𝒰 на 𝒥 ,

𝐽 ∘ 𝛶−1
𝑀 : 𝒰 → 𝒥 . (13)

Это последнее также является, как нетрудно видеть, непрерывным и ограниченным. Мы
сформулируем несколько далее обратные задачи для обеих наших проблем как задачи ре-
шения систем, следующих из (12), считая при этом, что



158 Вычислительные технологии, т.20, 2015 Вестник КазНУ, № 3(86), 2015

(i) неизвестные 𝛼 принадлежат некоторой подобласти 𝒜1, 𝒜1 ⊂ 𝒜; 𝜌 ∈ 𝒰1, 𝒰1 =
𝛶𝑀 (𝒜1);

(ii) сужения отображений (11) на 𝒜1 и (13) на 𝒰1 являются гомеоморфизмами, и
(iii) 𝑑 ∈ 𝐽(𝒜1) = 𝐽 ∘ 𝛶−1

𝑀 (𝒰1).

В силу трёх вышеданных предположений решения обеих обратных проблем существуют
и единственны. Нашей целью, и это—основная цель данной работы, является построение
численного метода для решения обратных задач в рамках поставленных двух проблем.

Введём квадратную диагональную матрицу-функцию 𝑍 порядка 𝑁𝑀 с диагональными
элементами 𝑍|𝑖𝑖 = 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁𝑀 . Матрица 𝑍 является невырожденной на 𝒜, пусть 𝑍−1

— обратная к ней матрица-функция, определенная на 𝒜. Как нетрудно видеть: 𝐽 = 𝑍−1𝐼.
Поэтому система на 𝒜 записывается также в формах

𝑍−1𝐼 − 𝑑 = 0, 𝐼 − 𝑍𝑑 = 0 .

Методы ППХВ основываются на свойствах( см.[23,31])

𝐼𝑖 = 𝐼
(𝑟)
𝑖 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐼𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑁𝑀 , (14)

𝐼𝑖𝑗/𝜌𝑗 = 𝑂(1) при 𝜌𝑗 → 0, 𝑖 = 1, 𝑁𝑀 , 𝑗 = 1, 𝑁, (15)

где слагаемые 𝐼𝑖𝑗 описывают вклады в функционалы 𝐼𝑖 от 𝑗-го характерного взаимодей-
ствия, а слагаемое 𝐼(𝑟)𝑖 — от остальных( нехарактерных) взаимодействий. Обозначим: 𝐼(𝑐ℎ)

— столбец с компонентами 𝐼(𝑐ℎ)𝑖 =
∑︀𝑁

𝑗=1 𝐼𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑁 . Разложение (14) является следстви-
ем разбиения пространства траекторий на подмножества характерных траекторий и "оста-
точное"подмножество. Свойство (15) вытекает из свойств случайного процесса переноса
частиц и факта, что на каждой траектории 𝑗 - го подмножества характерных траекторий
содержится хотя бы одно 𝑗 - е характерное взаимодействие; 𝑗 = 1, 𝑁.

Введём теперь “опорную” точку 𝜌(0) в 𝒰1 и 𝑁𝑀 ×𝑁 матрицу 𝐴, полагая для элементов
последней:

𝑎𝑖𝑗 × (𝜌𝑗 − 𝜌
(0)
𝑗 ) = 𝐼𝑖𝑗 − 𝐼𝑖𝑗(𝜌

(0)), 𝑖 = 1, 𝑁𝑀 , 𝑗 = 1, 𝑁. (16)

Имеем:
𝐼 = 𝐼(𝑟) +𝐴(𝜌− 𝜌(0)) + 𝐼(𝑐ℎ)(𝜌(0)); (17)

обозначив, наконец, 𝑐𝑧 ≡ 𝑍𝑑− 𝐼(𝑟) − 𝐼(𝑐ℎ)(𝜌(0)), перепишем 12 в виде

𝐴(𝜌− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧 = 0 относительно неизвестных 𝛼 и 𝜌, (18)

формально почти идентичном ранее рассмотренному в ([24]). Этот рассмотренный случай
получается, если полагать 𝜌(0) = 0.

Можно видеть, привлекая классическую формулу конечных приращений Лагранжа, что
матрица 𝐴 может интерпретироваться как составленная из производных, взятых в проме-
жуточных точках между 𝜌(0) и 𝜌.

3.2 Формулировка обратных задач

Теперь, исходя из (18), сформулируем, как и в ([23,31,24]), обратные задачи для обеих
проблем как задачи решения какой-либо из трех систем:
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𝐴(𝛼)(𝜌− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧(𝛼) = 0 , (19)
𝜌− 𝛶𝛼 = 0, (𝛼, 𝜌) ∈ 𝒜1 ⊗ 𝒰1,

𝐴(𝛼)(𝛶𝛼− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧(𝛼) = 0, 𝛼 ∈ 𝒜1, и (20)

𝐴 ∘ 𝛶−1
𝑀 (𝜌)(𝜌− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧 ∘ 𝛶−1

𝑀 (𝜌) = 0, 𝜌 ∈ 𝒰1 , (21)

при наличии, во-первых, ограничений в соответствии со списком (𝑖) − (𝑖𝑖𝑖) раздела 3.1 на-
стоящего параграфа и, во-вторых, нижеследующего условия на ранг матрицы 𝐴, а именно,

𝑅𝑔𝐴(𝛼) = 𝑁 ∀𝛼 ∈ 𝒜1 . (22)

Будем говорить об этих системах как о системах уравнений для восстановления параметров,
обозначая кратко SEPE( System of Equations for Parameters Evaluation). В применении к
системе (21), как нетрудно видеть, условие (22) трансформируется в условие

𝑅𝑔𝐴 ∘ 𝛶−1
𝑀 (𝜌) = 𝑁 ∀𝜌 ∈ 𝒰1 . (23)

Напомним, что
𝐴 ∘ 𝛶−1

𝑀 (𝜌) ≡ 𝐴(𝛶−1
𝑀 (𝜌)), 𝑐𝑧 ∘ 𝛶−1

𝑀 (𝜌) ≡ 𝑐𝑧(𝛶
−1
𝑀 (𝜌)).

Как и в ([23,31,24]), мы ограничиваемся изучением методов решения систем (19) и (21).
Сформулируем также эти задачи в хорошо известной "вариационной"форме, имея в ви-
ду построение итерационных процессов. Пусть 𝑊 есть квадратная диагональная матрица
порядка 𝑁𝑀 с положительными диагональными элементами, 𝑊𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑁𝑀 ; пусть,
далее, как обычно,

(︀
·, ·
)︀
— символ скалярного произведения. Постановки в названной форме

записываем как:

inf
(︁

(𝐴(𝜌− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧)
𝑇 ,𝑊 (𝐴(𝜌− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧)

)︁
, (𝛼, 𝜌) ∈ 𝒜1 ⊗ 𝒰1, при (24)

условии 𝜌 = 𝛶𝛼 ,

inf
(︁

(𝐴 ∘ 𝛶−1
𝑀 (𝜌)(𝜌− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧 ∘ 𝛶−1

𝑀 (𝜌))𝑇 ,𝑊 (𝐴 ∘ 𝛶−1
𝑀 (𝜌)(𝜌− 𝜌(0)) − 𝑐𝑧 ∘ 𝛶−1

𝑀 (𝜌))
)︁
, (25)

𝜌 ∈ 𝒰1 ;

предполагая, конечно, что выполняются все вышесказанные ограничения и условия. Итера-
ционные процессы для решения задач (24), (25) определяются и записываются аналогично
тому, что и в ([23,31,24]); как решения соответствующих задач квадратичного программи-
рования.

Результат настоящей работы можно рассматривать как обобщение постановок, подхо-
да и методов ППХВ из ([23,31,24]) на более широкий класс задач; а также как улучшение
ранее построенных. В частности, посредством новых предложений была рассмотрена за-
дача о восстановлении (массовой) плотности горной породы по данным измерений 𝛾 − 𝛾
каротажа([25]).
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