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Аннотация. В работе предлагается вычислительная сжема решения задачи с подвижной
границей на базе разрывного метода Галеркина. Анализируется возмоможность применения
многомасштабного подхода и принципы реализации этого подхода на уровне вариационных по-
стоновок, выбора функционального пространства и построения специального многоуровневого
решателя.Приводятся результаты вычислительных экспериментов на примере моделирования
процесса горения прямлугольного образца.
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1 Введение

Математическое моделирование физических процессов с фазовыми превращениеями зани-
мает значительный объем в исследованиях, определяемый широуим спектром прикладных
задач, таких как: задачи горения твердого толлива, моделирование процессов таяния и
замерзания, задачи адсорбции и т.д. Особенности процедуры математического моделиро-
вания процессов с фазовыми переходами связаны с физической и геометрической неодно-
родностью среды, а именно, наличием разномасштабных включений с контрастными физи-
ческими свойствами и изменением конфигурации области моделирования. Учет этих осо-
бенностей определяет необходимость конструирования специальных вычислительных ал-
горитмов. Один из наиболее распространенных подходов к решению задач с подвижной
границей - разработка специальных адаптивных сеток. Основные идеи построения нерав-
номерных сеток для конечноразностных аппроксимаций изложены в работах Н.С. Бахва-
лова, Г.И. Шишкина, В.Д. Лисейкина и др. Существуют и другие успешно развивающе-
еся направления (Adaptive FEM), которые предлагают методику построения адаптивных
конечноэлементных сеток. Разрывный метод Галёркина (DG-метод) один из наиболее пер-
спективных численных методов решения задач в геометричеки неоднородных областях с
(D.Arnold, B.Cocburn, M.G.Larson, F.Brezzi)[1], [2]. Основное достоинство DG-метода для
решения данного класса задач состоит в возможности гибкого применения p-h, h, p стра-
тегий.

Понятие конформности и неконформности конечноэлементных методов можно интер-
претировать следующим образом: 1)геометрическая неконформность, связанная с невоз-
можностью точной аппроксимации криволинейных поверхностей симплексами и 2)функ-
циональная неконформность, определяемая выбором пространства решения (пространство
Лебега), не требующим выполнения условия непрерывности на межэлементных границах.
Второй подход и послужил базой для развития различных модификаций разрывного мето-
да Галеркина. Возможность определения разрывного решения исходной задачи (отсутствие
требования непрерывности на межэлементных границах) естественным образом реализует
процедуру построения несогласованных сеток [3], [4], [5] и др.
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2 Постановка задачи

Грение - сложный физико-химический процесс превращения превращения компонентов го-
рючей смеси в продукты сгорания с выделением тепловой энергии.В данной работе маие-
матическая модель процесса горения представлена в виде нелинейного дифференциальног
уравнения

𝑐𝜌
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑑𝑖𝑣 (𝜆𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 ) + 𝐹 (𝑇 ), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛺, (1)

где 𝛺 – область моделирования, 𝑇 – температура, 𝐹 (𝑇 ), – источник тепловыделения , 𝑐
– теплоёмкость, 𝜌 – плотность, 𝜆 – теплопроводность вещества.

𝑇 = 𝑇𝑁 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝛺,

𝑇 = 𝑇0, 𝑡 = 0,

где 𝑇𝑁 – температура поджига, 𝑇0 – температура окружающей среды.

3 Функциональные пространства

Введём триангуляцию 𝜏ℎ области𝛺 на непересекающиеся открытые множества𝐾 такие, что⋃︀
𝐾∈𝜏ℎ

�̄� = �̄�, пространство 𝐻1(𝐾) – множество функций, интегрируемых с квадратом на 𝐾

вместе со своей первой производной со скалярным произведением (𝑢, 𝑣) =
∫︀
𝐾 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥+∫︀

𝐾 𝑢
′(𝑥)𝑣′(𝑥) 𝑑𝑥 и порождаемой им нормой ||𝑢|| =

(︁∫︀
𝐾 𝑢 (𝑥)2 𝑑𝑥+

∫︀
𝐾 (𝑢′(𝑥))2 𝑑𝑥

)︁ 1
2 и

пространства 𝐻1(𝜏ℎ)=
{︀
𝑣(𝑥)∈𝐿2 (𝛺) : 𝑥∈𝛺, 𝑣(𝑥) |𝐾 ∈𝐻1(𝐾)

}︀
, 𝐻1

0 (𝜏ℎ)=
{︀
𝑣 (𝑥) : 𝑣∈𝐻1(𝜏ℎ),

𝑣|𝜕𝛺 = 0
}︀
, конечномерные подпространства пространств 𝐻1(𝜏ℎ) и 𝐻1

0 (𝜏ℎ): 𝑉ℎ ={︀
𝑣 ∈ 𝐻1(𝐾) : 𝑣 |𝐾 ∈ 𝑃 𝑝𝐾 (𝐾)∀𝐾 ∈ 𝜏ℎ

}︀
, 𝑉ℎ0 = {𝑣(𝑥) ∈ 𝑉ℎ : 𝑣|𝜕𝛺 = 0} , где 𝑃 𝑝𝐾 (𝐾) – множе-

ство полиномов степени не более 𝑝𝐾 , определённых на 𝐾. А также векторное пространство
(𝐻1(𝜏ℎ))3 = {𝑞(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝛺, 𝑞|𝐾 ∈ (𝐻1(𝐾))3∀𝐾 ∈ 𝜏ℎ} и его конечномерное подпространство
𝛴ℎ=

{︀
𝑞ℎ∈

(︀
𝐿2(𝛺)

)︀3
: 𝑞ℎ|𝐾 ∈ (𝑃 𝑝𝐾 (𝐾))3 ∀𝐾 ∈ 𝜏ℎ

}︀
.

Определим поведение функций 𝑢 ∈ 𝐻1(𝜏ℎ) и 𝜎 = ∇𝑢 ∈ 𝛴ℎ на границах конечного
элемента 𝐾 ∈ 𝜏ℎ как результат действия оператора следа �̂�𝐾 = (�̂�𝐾)𝐾∈𝜏ℎ ∈ 𝑇𝑟 (𝛤 ), где
𝑇𝑟 (𝛤 ) =

∏︀
𝐾∈𝜏ℎ

𝐿2 (𝜕𝐾), 𝛤 =
⋃︀

𝐾∈𝜏ℎ
𝜕𝐾.

Существует множество способов определения конкретного вида операторов следа или
так называемых численных потоков (см. [1]). В данной работе применяется способ Басси и
др. [4]: �̂� = {𝑢}, �̂� = {∇𝑢} + 𝜂𝑒𝑟 ([𝑢]), где ∇𝑢 = 𝜎, 𝛤 =

⋃︀
𝐾∈𝜏ℎ

𝜕𝐾, 𝑇 (𝛤 ) =
∏︀

𝐾∈𝜏ℎ
𝐿2 (𝜕𝐾), 𝜂𝑒

– некоторое неотрицательное число, 𝑒 – грань конечного элемента, на котором определены
численные потоки.

Обозначим 𝑉 = 𝐻1 (𝜏ℎ), 𝑉𝑐 = 𝐻1 (𝛺) , 𝑉𝑑 = 𝐻1 (𝜏ℎ). Представим пространство 𝑉 как
прямую сумму подпространств с разрывными(𝑉𝑑) и с непрерывными функциями (𝑉𝑐): 𝑉 =
𝑉𝑐 ⊕ 𝑉𝑑. Тогда

𝑢 ∈ 𝑉 ⇐⇒ 𝑢 = 𝑢𝑐 + 𝑢𝑑, 𝑢𝑐 ∈ 𝑉𝑐, 𝑢𝑑 ∈ 𝑉𝑑. (2)

Конечномерные подпространства пространств 𝑉𝑐 и 𝑉𝑑 будем обозначать соответственно 𝑉𝑐ℎ
и 𝑉𝑑ℎ.

Для пространства 𝑉𝑐ℎ будем использовать обычный лагранжев базис. Для пространства
𝑉𝑑ℎ – разрывные финитные функции, имеющие в качестве носителя один конечный элемент.
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4 Вариационная формулировка задачи

Найти 𝑢 ∈ 𝑉 такое, что
𝑎 (𝑢, 𝑣) = (𝑓, 𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝑉, (3)

где 𝑎(𝑢, 𝑣) – билинейная форма разрывного метода Галёркина. Такой подход к задачам
конвекции-диффузии рассмотрен в [4]. Для задач с подвижными границами декомпози-
ция пространства решений на «грубое» и «мелкое» подпространства реализована впервые.
Применение разрывного метода Галёркина позволяет повысить точность и устойчивость
решения, введение многомасштабности – значительно уменьшить размерность задачи.

С учётом декомпозиции (2) пространства 𝑉 на два подпространства получим:
найти 𝑢𝑐 ∈ 𝑉𝑐 и 𝑢𝑑 ∈ 𝑉𝑑 такие, что

𝑎 (𝑢𝑐, 𝑣𝑐) + 𝑎 (𝑢𝑑, 𝑣𝑐) = (𝑓, 𝑣𝑐) ∀𝑣𝑐 ∈ 𝑉𝑐, (4)

𝑎 (𝑢𝑐, 𝑣𝑑) + 𝑎 (𝑢𝑑, 𝑣𝑑) = (𝑓, 𝑣𝑑) ∀𝑣𝑑 ∈ 𝑉𝑑. (5)

5 Билинейная форма разрывного метода Галёркина

Введём следующие обозначения[4]:, [5]:
𝛤𝑖𝑛𝑡 = 𝛤∖𝜕𝛺, {·} : 𝑇 (𝛤 ) → 𝐿2 (𝛤𝑖𝑛𝑡),

– Оператор среднего: {·} : [𝑇 (𝛤 )]3 →
[︀
𝐿2 (𝛤 )

]︀3:
на внутренней грани 𝑒𝑖𝑛𝑡 {𝑣} = 1

2 (𝑣𝐾 + 𝑣𝑁 ) , {𝑞} = 1
2 (𝑞𝐾 + 𝑞𝑁 ) ,

на внешней грани 𝑒𝑏𝑛𝑑 {𝑣} = 𝑣𝐾 , {𝑞} = 𝑞𝐾 .

– Оператор скачка :
[·] : 𝑇 (𝛤 ) →

[︀
𝐿2 (𝛤 )

]︀3, [·] : [𝑇 (𝛤 )]3 → 𝐿2 (𝛤𝑖𝑛𝑡):
на внутренней грани 𝑒𝑖𝑛𝑡 [𝑣] = 𝑣𝐾𝑛𝐾 + 𝑣𝑁𝑛𝑁 , [𝑞] = 𝑞𝐾 · 𝑛𝐾 + 𝑞𝑁 · 𝑛𝑁 ,
на внешней грани 𝑒𝑏𝑛𝑑 [𝑣] = 𝑣𝐾𝑛𝐾 , [𝑞] = 𝑞𝐾 · 𝑛𝐾 .

– Лифтинг-оператор 𝑟 :
(︀
𝐿2 (𝛤 )

)︀2 → 𝛴ℎ определяется соотношением:∫︁
𝛺

𝑟 (𝑞) · 𝜏 𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
∫︁
𝛤

𝑞 · {𝜏} 𝑑𝑠, 𝜏 ∈ 𝛴ℎ.

С учётом этих обозначений выпишем билинейную форму разрывного метода Галёркина
(6):

𝑎(𝑢, 𝑣) =

∫︁
𝛺
𝜆∇𝑢 · ∇𝑣 𝑑𝑥𝑑𝑦 −

∫︁
𝛤𝑖𝑛𝑡

⋃︀
𝛤𝐷

𝜆([𝑢] · {∇𝑣} + {∇𝑢} · [𝑣])𝑑𝑠−∑︁
𝑒∈𝛤𝑖𝑛𝑡

𝜂𝑒

∫︁
𝑒
𝜆{𝑟𝑒([𝑢])} · [𝑣]𝑑𝑠−

∑︁
𝑒∈𝛤𝐷

𝜂𝑒

∫︁
𝑒
𝜆𝑟𝑒,𝑔𝐷([𝑢]) · 𝑣𝑛 𝑑𝑠+∫︁

𝛤𝐷

𝜆𝑔𝐷𝑛 · ∇𝑣 𝑑𝑠. (6)

Тогда вариационная формулировка (4), (5) примет вид:
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∫︁
𝛺
𝜆∇𝑢𝑐 · ∇𝑣𝑐 𝑑𝑥+

∑︁
𝑒∈𝛤𝐷

𝜂𝑒

∫︁
𝑒
𝜆𝑟𝑒,𝑔𝐷(𝑢𝑐) · 𝑣𝑐𝑛𝑑𝑠+

∫︁
𝛤𝐷

𝜆𝑔𝐷𝑛 · ∇𝑣𝑐 𝑑𝑠+∫︁
𝛺
𝜆∇𝑢𝑑 · ∇𝑣𝑐 𝑑𝑥+

∫︁
𝛤𝑖𝑛𝑡

⋃︀
𝛤𝐷

𝜆[𝑢𝑑] · {∇𝑣𝑐}𝑑𝑠+∑︁
𝑒∈𝛤𝐷

𝜂𝑒

∫︁
𝑒
𝜆𝑟𝑒,𝑔𝐷(𝑢𝑑) · 𝑣𝑐𝑛𝑑𝑠+

∫︁
𝛤𝐷

𝜆𝑔𝐷𝑛 · ∇𝑣𝑐 𝑑𝑠 =∫︁
𝛺
𝑓 𝑣𝑐 𝑑𝑥∀𝑣𝑐 ∈ 𝑉𝑐, (7)

∫︁
𝛺
𝜆∇𝑢𝑐 · ∇𝑣𝑑 𝑑𝑥+

∑︁
𝑒∈𝛤𝐷

𝜂𝑒

∫︁
𝑒
𝜆𝑟𝑒,𝑔𝐷([𝑢𝑐]) · 𝑣𝑑𝑛𝑑𝑠+

∫︁
𝛤𝐷

𝜆𝑔𝐷𝑛 · ∇𝑣𝑑 𝑑𝑠+∫︁
𝛺
𝜆∇𝑢𝑑 · ∇𝑣𝑑 𝑑𝑥−

∫︁
𝛤𝑖𝑛𝑡

⋃︀
𝛤𝐷

𝜆([𝑢𝑑] · {∇𝑣𝑑} + {∇𝑢𝑑} · [𝑣𝑑])𝑑𝑠−∑︁
𝑒∈𝛤𝑖𝑛𝑡

𝜂𝑒

∫︁
𝑒
𝜆{𝑟𝑒([𝑢𝑑])} · [𝑣𝑑]𝑑𝑠−

∑︁
𝑒∈𝛤𝐷

𝜂𝑒

∫︁
𝑒
𝜆𝑟𝑒,𝑔𝐷([𝑢𝑑]) · 𝑣𝑑𝑛𝑑𝑠 = 0 ∀𝑣𝑑 ∈ 𝑉𝑑. (8)

6 Алгоритм решения задачи

Область моделирования можно разделить на четыре подобласти: подобласть в окрестности
источника, подобласть, включающая фронт реакции и области прореагировавшего веще-
ства, область еще не прореагировавшего вещества. Специфика решаемой задачи:

1. резкое изменение решения в малой окрестности фронта реакции и достаточно гладкое
решение в областях, в которых вещество уже полностью прореагировало или ещё не
достигнуты необходимые условия превращения;

2. необходимость максимально точного учёта движения границы раздела фаз определяет
конструкцию многомасштабности: представление пространства решения в виде прямой
суммы разрывной и непрерывной составляющих. Причём разрывная составляющая при-
сутствует в подобласти, окружающей источник и в окрестности фронта реакции. Такой
подход позволил использовать «стандартные» разбиения области моделирования: мел-
кую почти равномерную сетку в подобластях с разрывной составляющей и грубую сетку
в подобластях с непрерывной составляющей решения. Согласованность сеток не требу-
ется.

– Задать начальное условие 𝑇 |𝑡=0 = 𝑇0 и подобласть с разрывной компонентой в окрест-
ности источника;

– Для каждого 𝑖 = 1 . . . 𝑁 :
– на 𝑖-м шаге по времени находим решение 𝑇 (𝑡𝑖) с использованием имеющегося разби-

ения расчётной области;
– анализируя решение 𝑇 (𝑡𝑖), задаём новое положение фронта реакции 𝜉(𝑡𝑖);
– в соответствии с положением 𝜉(𝑡𝑖) определяем новую подобласть с разрывным реше-

нием и триангулируем её;
– интерполируем полученное решение 𝑇𝑖 на новую триангуляцию области.

Таким образом, на каждом шаге по времени при необходимости строится сетка не во
всей области, а лишь в окрестности границы раздела фаз.
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7 Результаты вычислительных экспериментов

На примере задачи горения прямоугольного образца рассматривались три различных ва-
риационных постановки: 1)стандартный конформный метод конечных элементов, треуголь-
ные конечные элементы, квадратичные непрерывные лагранжевы базисные функции, сет-
ка согласованная с локальными сгущениями в области горения; 2) неконформный метод
конечных элементов (DG-метод), прямоугольная несогласованная сетка с локальными сгу-
щениями в области горения, квадатичные разрывные лагранжевы базисные функции; 3)
многомасштабный разрывный метод Галеркина, рямоугольная несогласованная сетка с ло-
кальными сгущениями в области горения, квадатичные разрывные и непрерывные лагран-
жевы базисные функции. Применение разрывного метода Галеркина и несогласованных
прямоугольных сеток позволило сократить время генерации сетки в практически в 100 раз
по сравнению с временем генерации согласованной треугольной сеткой для конформно-
го метода конечных элементов (CG-метод) при одинаковой точности решения задачи. По
сравнению с CG-методом примерно в три раза увеличилось время генерации глобальной
матрицы СЛАУ, но общее время вычислений уменьшилось примерно в 2-2,5 раза. Использо-
вание многомасштабной вариационной постановки позволило сократить время вычислений
примерно на треть.

8 Выводы

Применение MDG-метода к решению класса задач с движущимися границами позволило
значительно упростить процедуру построения адаптивной сетки (не требуется согласован-
ность разбиений, существует возможность использования стандартных сеток) и значитель-
но сократить время решения задачи.
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