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Аннотация. В работе предлагаются многомасштабные модификации метода конечных эле-
ментов на симплициальных разбиениях применительно к решению стационарных и гармони-
ческих задач электромагнетизма. На постоянном токе формулируется скалярная задача, ко-
торая решается гетерогенным многомасштабным методом, на всех уровнях иерархии которого
используется тетраэдральное разбиение. На переменном токе решается векторное уравнение
Гельмгольца, для решения которого строится многомасштабный разрывный метод Галеркина,
сочетающий классический векторный метод конечных элементов, разрывный метод Галер-
кина и многомасштабный метод суперэлементов Федоренко. Моделирование выполняется в
гетерогенных средах сложной внутренней структуры.
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1 Введение

Большинство современных приложений требуют решения различных многомасштабных за-
дач, причем многомасштабность может иметь различную природу. Одним из первых мето-
дов, позволяющих эффективно и параллельно решать такие задачи, считается метод конеч-
ных суперэлементов (МКСЭ), предложенный Стаховской Л.Г. и Федоренко Р.П. в 1974 г. [1],
[2], [3]. Метод основан на разбиении всей области моделирования на специальные конечные
носители – суперэлементы.

В 1983 г. был предложен обобщенный метод конечных элементов (Generalized FEM)
[4] для решения одномерных задач с быстро осциллирующими коэффициентами: задачи о
колебаниях [5], о распределении тепла [6] и др. Метод основан на построении конечноэле-
ментного подпространства приближенных функций с использованием локальных данных о
решении. Основное отличие от МКСЭ заключается в использовании для разбиения расчет-
ной области «открытых» макроэлементов (т.е. с налеганием).

Наибольшее распространение многомасштабные методы получили после выхода статьи
[7] в 1997 г., где был предложен многомасштабный метод конечных элементов (ММКЭ),
который является неким обобщением уже имеющихся многомасштабных методов. Основ-
ной идеей является (по аналогии с МКСЭ) разделение масштабов решения путем введения
разбиения на макроэлементы (суперэлементы в терминологии Р.П. Федоренко). Все мно-
гомасштабные методы строятся на специальных неполиномиальных функциях формы. В
связи с этим появляются особенности работы с границами макроэлементов. Вопросу вы-
числения функций формы по границам макроэлементов посвящено несколько работ [7], [8].
В работе [7] для прямоугольного разбиения предлагаются линейные и осциллирующие кра-
евые условия. При использовании линейных краевых условий на границах макроэлементов
необходимо выполнение условий гладкости решения (аналогично МКСЭ). Осциллирующие
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условия (решение дополнительных задач по границам) позволяют решать задачи с непре-
рывными масштабами включений.

Гетерогенный многомасштабный метод (HММ) впервые был рассмотрен в работах [9],
[10] и представляет собой общую идеологию для построения алгоритмов решения много-
масштабных и многофизичных задач. В связи с большим разнообразием задач существуют
различные модификации HMM. Одним из первых был предложен FE-HMM [11], [12], [13],
[14], основанный на использовании классического метода конечных элементов для решения
подзадач на всех уровнях решения. Оценки сходимости данного метода для задач диффузии
приведены в [11], для адвекции-диффузии в [13], [15], для задач эластичности в [12]. Одна-
ко в литературе ранее не рассматривалось применение FE-HMM для трехмерных задач с
симплициальным разбиением на каждом уровне иерархии.

В 2005 г. в [16] была предложена модификация ММКЭ в идеологии разрывного мето-
да Галеркина (DG-MsFEM) для решения эллиптических двумерных задач. Предложенный
метод получил развитие в работах [17], [18] и в настоящее время широко применяется для
решения эллиптических задач с резко контрастными физическими коэффициентами. Одна-
ко следует отметить, что несмотря на возросший в последние годы интерес к DG-MsFEM,
единый подход не выработан и реализаций для решения других классов задач (параболи-
ческих, гиперболических, гармонических) не предлагается.

2 Задача электромагнетизма на постоянном токе

Рассмотрим образец кубической формы (рис. 1), состоящий из слабопроводящей матри-
цы (удельная электропроводность 𝜎𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 = 0.7 См/м) и сильнопроводящих включений
(𝜎𝑖𝑛𝑐𝑙 = 1𝑒 + 4 См/м). Таким образом всю область моделирования 𝛺 можно представить
как объединение 𝛺𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 (основная среда) и 𝛺𝑖𝑛𝑐𝑙 (неоднородности). К верхней и нижней
граням приложены электроды, боковые грани изолированы (𝜕𝛺 = 𝛤𝐴 ∪ 𝛤𝐵 ∪ 𝛤𝐶 ∪ 𝛤𝑀−𝐼).

Рис. 1. Область моделирования

Таким образом, для того чтобы найти распределение напряженности электрического
поля E в области моделирования (рис. 1), необходимо решить однородное эллиптическое
уравнение

−∇ · (𝜎 (𝑥)∇𝑢 (𝑥)) = 0 на 𝛺 (1)

с краевыми условиями на границах расчетной области

𝑢 (𝑥)|𝛤𝐴
= 1 (2)

𝑢 (𝑥)|𝛤𝐵
= 0 (3)
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𝜎 (𝑥)
𝜕𝑢 (𝑥)

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
𝛤𝐶

= 0 (4)

где n – внешняя нормаль к поверхности 𝛤𝐶 , 𝑢 (𝑥) – скалярный потенциал (E = −∇𝑢 (𝑥)).
Также необходимо выполнение условия непрерывности на границах между подобластя-

ми с различной электропроводностью 𝛤𝑀−𝐼 (в данном случае между матрицей и вклю-
чением). Математическая формализация физических условий согласования полей имеет
следующий вид:

𝑢 (𝑥)|𝛤+
𝑀−𝐼

= 𝑢 (𝑥)|𝛤−
𝑀−𝐼

(5)

𝜎𝑖𝑛𝑐𝑙
𝜕𝑢 (𝑥)

𝜕n+

⃒⃒⃒⃒
𝛤+
𝑀−𝐼

= 𝜎𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥
𝜕𝑢 (𝑥)

𝜕n−

⃒⃒⃒⃒
𝛤−
𝑀−𝐼

(6)

2.1 Гетерогенный многомасштабный метод конечных элементов (FE-HMM)

Вариационная постановка. Для решения краевой задачи (1)–(4) воспользуемся гетеро-
генным многомасштабным методом конечных элементов (FE-HMM). Введем гильбертовы
пространства

𝐻1(𝛺) = {𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿2(𝛺) : (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) =

∫︁
𝛺

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝛺, ∀𝑥 ∈ 𝛺} (7)

𝐻1
0 (𝛺) =

{︀
𝑣 ∈ 𝐻1(𝛺) : 𝑣|𝜕𝛺 = 0

}︀
(8)

Тогда вариационная постановка для эллиптической краевой задачи (1)–(4): найти 𝑢 ∈
𝐻1

0 (𝛺) + 𝑢0(𝜕𝛺) такую, что ∀𝑣 (𝑥) ∈ 𝐻1
0 (𝛺)

𝑎 (𝑢 (𝑥) , 𝑣 (𝑥)) = 0 (9)

где 𝑎(·, ·) – непрерывная, коэрцитивная билинейная форма на пространстве 𝐻1(𝛺).

Дискретизация. Основная идея FE-HMM заключается в том, что вся многомасштабная
информация (например, мелкомасштабные включения и их взаимодействие) содержится в
неполиномиальных многомасштабных функциях формы, которые связываются через гло-
бальную вариационную постановку (9), обеспечивающую приближение к точному решению.
При этом такие неполиномиальные функции строятся как решение серии подзадач на бо-
лее мелком уровне (т.е. в данном случае, на уровне микровключений). Поэтому необходимо
использовать специальную иерархию сеток, которая формируется в соответствии с рис. 2.

Рис. 2. Декомпозиция области моделирования
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На начальном этапе вся область моделирования разбивается на конечные элементы (тет-
раэдры) с учетом только макромасштабной структуры (матрицы). Это разбиение называ-
ется макроразбиением, а конечные элементы -– макроэлементами или суперэлементами (в
терминологии Федоренко [2]). Далее в каждом макроэлементе выбираются точки интегри-
рования (в соответствии с квадратурными схемами Гаусса [19]) для последующего вычис-
ления интегралов по объему. Затем вокруг каждой точки интегрирования выбирается неко-
торая область, в которой строится адаптивное симплициальное микроразбиение с учетом
мелкомасштабных особенностей.

Пусть ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜 – макроразбиение на тетраэдры. Введем конечномерное подпространство
𝑉 𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜 ⊂ 𝐻1

0 , состоящее из неполиномиальных непрерывных функций (многомасштабные
функции формы), которые определены на конечном носителе 𝐾 ∈ ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜

𝑉 𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜 (𝛺,ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜) = 𝑠𝑝𝑎𝑛
{︀
𝑢𝐻𝑖𝐾 ∈ 𝐻1

0 (𝛺) : 𝑖𝐾 = 1, 𝑁𝐾 , 𝐾 ∈ ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜
}︀

(10)

где 𝑁𝐾 – количество степеней свободы макроэлемента 𝐾 ∈ ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜.
Таким образом билинейная форма на макроуровне для 𝑢𝐻 (𝑥) , 𝑣𝐻 (𝑥) ∈

𝑉 𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜 (𝛺,ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜) примет вид:

𝑎𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜
(︀
𝑢𝐻 (𝑥) , 𝑣𝐻 (𝑥)

)︀
=

∑︁
𝐾∈ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜

∫︁
𝐾

𝜎 (𝑥)∇𝑢𝐻 (𝑥)∇𝑣𝐻 (𝑥) 𝑑𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝛺 (11)

На каждом макроэлементе 𝐾 ∈ ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜 выберем квадратурные точки 𝑥𝑝 ∈ 𝐾, 𝑝 = 1, 𝑃
и веса 𝜔𝑝, 𝑝 = 1, 𝑃 (в соответствии с формулами численного интегрирования [19] для вы-
числения интегралов в (11). Вокруг каждой точки 𝑥𝑝 определим некоторую подобласть
�̃�𝑝 ⊂ 𝐾. Определим на �̃�𝑝 ⊂ 𝐾 микроразбиение ℑ𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜, которое учитывает мелкомасштаб-
ные особенности (включения). Введем пространство

𝑉 𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜
(︁
�̃�𝑝,ℑ𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜

)︁
= 𝑠𝑝𝑎𝑛

{︀
𝜙𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜𝑖 ∈ 𝐻1

0 (𝛺) : 𝑖 = 1, ..., 𝑛
}︀

(12)

где 𝑛 – количество степеней свободы в разбиении ℑ𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜, 𝜙𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜𝑖 – классические ба-
зисные функции (1 и 2 порядков), определенные на конечных элементах разбиения
ℑ𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜. Определим многомасштабные функции формы в �̃�𝑝 ⊂ 𝐾 как 𝑢ℎ

�̃�𝑝
(𝑥) , 𝑣ℎ

�̃�𝑝
(𝑥) ∈

𝑉 𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜
(︁
�̃�𝑝,ℑ𝑚𝑖𝑐𝑟𝑜

)︁
. Тогда получаем:

𝑎𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜
(︀
𝑢𝐻 (𝑥) , 𝑣𝐻 (𝑥)

)︀
=

∑︁
𝐾∈ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜

𝑃∑︁
𝑝=1

𝜔𝐾𝑝⃒⃒⃒
�̃�𝑝

⃒⃒⃒ ∫︁
�̃�𝑝

𝜎 (𝑥)∇𝑢ℎ
�̃�𝑝

(𝑥)∇𝑣ℎ
�̃�𝑝

(𝑥) 𝑑𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝛺 (13)

где
⃒⃒⃒
�̃�𝑝

⃒⃒⃒
– объем подобласти �̃�𝑝 ⊂ 𝐾.

Рассмотрим процедуру нахождения 𝑢ℎ
�̃�𝑝

(𝑥) в соответствии с классическими многомас-

штабными методами [7]. Пусть 𝜂𝑙𝑖𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 4 -– полиномиальные базисные функции 1 поряд-
ка, определенные на 𝐾 ∈ ℑ𝑚𝑎𝑐𝑟𝑜.

1. Если ребро области �̃�𝑝 пересекается включением, то решается эллиптическая краевая
задача на этом ребре (1D задача). В противном случае за решение принимается значение
соответствующей функции 𝜂𝑙𝑖𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 4 на текущем ребре.
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2. Если грань области �̃�𝑝 пересекается неоднородностью, то решается эллиптическая крае-
вая задача на этой грани (2D задача). В качестве краевых условий используется решение
из п.1. В противном случае за решение принимается значение соответствующей функции
𝜂𝑙𝑖𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 4 на текущей грани.

3. Решается эллиптическая краевая задача на �̃�𝑝 (3D задача). В качестве краевых условий
используется решение п.2. А именно,

−∇ ·
(︁
𝜎 (𝑥)∇𝑢ℎ

�̃�𝑝
(𝑥)
)︁

= 0 на �̃�𝑝 (14)

𝑢ℎ
�̃�𝑝

(𝑥)
⃒⃒⃒
𝜕�̃�𝑝

= 𝜉 (𝑥) (15)

где 𝜉 (𝑥) - некоторая функция, определенная на 𝜕�̃�𝑝

3 Задача электромагнетизма на переменном токе

Рассматривается электромагнитное поле, изменяющееся во времени по гармоническому за-
кону

E(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = E(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒𝑖𝜔𝑡 (16)

где 𝜔 = 2𝜋𝑓 – циклическая частота [Гц].
Поведение электромагнитного поля в частотной области описывается уравнением Гельм-

гольца относительно комплекснозначной величины напряженности электрического поля E

∇× 𝜇−1∇× E + 𝑘2E = 0 на 𝛺 (17)

где 𝑘2 = 𝑖𝜔𝜎 − 𝜔2𝜀 - волновое число; 𝜀 - диэлектрическая проницаемость [Ф/м]; 𝜇 - маг-
нитная проницаемость [Гн/м]; 𝜎 - электропроводность [См/м], 𝛺 ⊂ 𝑅3 трехмерная область
с Липшиц-непрерывной границей 𝜕𝛺 = 𝜕𝛺𝑃𝐸𝐶 ∪ 𝜕𝛺𝑃𝑀𝐶 . Расчетная область 𝛺 представ-
ляет собой гетерогенную среду, состоящую из матрицы и включений. Электрическое поле
порождается неоднородными электрическими краевыми условиями, заданными на границе
𝜕𝛺𝑃𝐸𝐶 расчетной области 𝛺:

n × E|𝜕𝛺𝑃𝐸𝐶
= E0 (18)

Неоднородные магнитные краевые условия заданы на границе 𝜕𝛺𝑃𝑀𝐶

𝜇−1∇× E × n
⃒⃒
𝜕𝛺𝑃𝑀𝐶

= −𝑖𝜔g (19)

где n – внешняя нормаль.
В зависимости от соотношения действительной и мнимой части волнового числа, урав-

нение (1) описывает различные физические процессы:

– преобладание токов проводимости. Описывается затухающий процесс.

𝜔𝜎 >> 𝜔2𝜀 (20)

– преобладание токов смещения. Описывается волновой процесс

𝜔𝜎 << 𝜔2𝜀 (21)
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Поставленная задача (1)–(3) может быть решена векторным методом конечных эле-
ментов (ВМКЭ) [20]. Однако использование классического конформного ВМКЭ [21], [22]
приводит к значительному увеличению вычислительных затрат при моделировании элек-
тромагнитного поля в гетерогенных средах, т.к. на одну длину волны должно приходиться
не менее девяти тетраэдров [23].

Одним из путей решения данной проблемы является применение вычислительных схем
на базе неконформных численных методов и многомасштабных технологий, которые обла-
дают естественным параллелизмом и позволяют сводить решение задачи во всей расчетной
области к решению задач меньшей размерности в отдельных подобластях.

Многомасштабные методы нашли широкое применение для решения скалярных задач
[7]-[14], однако для решения векторных задач в функциональных пространствах с частичной
непрерывностью H(rot, 𝛺) и H(div, 𝛺) [20] единого подхода, сочетающего в себе преимуще-
ства ВМКЭ и многомасштабных методов, не предлагается.

4 Модифицированный многомасштабный разрывный метод Галеркина

Модифицированный многомасштабный разрывный метод Галеркина [24] построен на основе
многомасштабной идеологии [25], предполагающей введение макро- и микроуровней реше-
ния задачи. На макроуровне учет гетерогенных особенностей среды (включений, неоднород-
ностей, трещин и т.д.) выполняется путем введения неполиномиального базиса, получаемого
путем решения ряда специальным образом сформулированных задач на микроуровне.

Основными отличиями модифицированного многомасштабного разрывного метода Га-
леркина от предлагаемых в литературе ММКЭ методов [7] являются:

– построение вариационной постановки на макроуровне в пространстве с частичной непре-
рывностью H(rot, 𝛺)

H(rot, 𝛺) = {u ∈ L2(𝛺)
⃒⃒
∇×u ∈ L2(𝛺)} (22)

– использование векторных базисных функций [21], [22] на макроуровне и на микроуровне
метода.

Решение задачи на макроскопическом уровне осуществляется в постановке разрывного
метода Галеркина [26], [27].

Для модифицированного многомасштабного разрывного метода Галеркина в векторной
постановке устанавливаются те же уровни иерархии, что и для многомасштабных методов,
применяемых для решения скалярных задач и рассмотренных в разделе 2.

4.1 Постановка задачи на макроуровне

Вариационная постановка. Для построения вариационной постановки на макроуровне
в 𝛺 вводится функциональное пространство

H0(rot, 𝛺) = {u ∈ H(rot, 𝛺)| u × n|𝜕𝛺 = 0} (23)

с нормой и скалярным произведением.
Вариационная постановка принимает вид: найти E ∈ H0(rot, 𝛺) + E0 такое, что ∀v ∈

H0(rot, 𝛺) выполняется

𝜇−1(∇×E,∇× v)𝛺 + 𝑘2(E,v)𝛺 = −𝑖𝜔(g,v)𝜕𝛺𝑃𝑀𝐶
(24)
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Дискретная вариационная постановка. Для построения дискретной вариацион-
ной постановки выполняется разбиение расчетной области 𝛺 на N непересекающихся
макроэлементов-параллелепипедов.

𝑄ℎ =

{︂
𝛺 =

𝑁
∪
𝑖=1

𝛺𝑖, ∀𝛺𝑖, 𝛺𝑗 ∈ 𝑄ℎ, i ̸= 𝑗𝛺𝑖 ∩𝛺𝑗=∅
}︂

(25)

Разбиение на макроэлементы является геометрически согласованным, однако внутрен-
ние сеточные разбиения макроэлементов могут быть не согласованы по общей границе.
Это приводит к необходимости использования специальных условий «сшивки» на границах
между макроэлементами. «Сшивка» также можно осуществляться на уровне вариационной
постановки путем введения на верхнем уровне иерархии метода дискретной вариационной
постановки разрывного метод Галеркина.

Для построения дискретной вариационной постановки на разбиении 𝑄ℎ введем функ-
циональное пространство [26]

Vℎ =
{︁

v ∈ L2(𝛺)
⃒⃒

v|𝐾 ∈ 𝑃 𝑙(𝐾)3∀𝐾 ∈ 𝑄ℎ

}︁
(26)

и базисные функции 𝜓𝑘𝑖 ∈ Vℎ, 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑖 = 1,𝑀 , где 𝑁 – количество макроэлементов в
разбиении 𝑄ℎ, 𝑀 – количество базисных функций на макроэлементе.

В постановках DG-метода базисные функции за пределами конечного элемента не до-
определяются нулем, поэтому стандартные процедуры ассемблированя глобальной матри-
цы не используются. Для установления связи между соседними конечными элементами на
границе между ними вводятся лифтинг-операторы: оператор «скачка»

[[v]]𝑇 = n+ × v+
⃒⃒
𝛤

+ n− × v−⃒⃒
𝛤
, [[v]]𝑇 = n × v|𝜕𝛺 (27)

и оператор осреднения

{v} =
(︀
v+|𝛤 + v−|𝛤

)︀
/2, {v} = v|𝜕𝛺 (28)

где 𝜕𝛺 – внешняя граница расчетной области, 𝛤 – внутренние границы между конечными
элементами.

Анализ различных постановок DG-метода применительно к решению задач электро-
магнетизма в широком диапазоне частот приведен в [27]. В данной работе предлагается ис-
пользовать редуцированную IP постановку DG-метода, не содержащую осреднений. Тогда
дискретная вариационная постановка формулируется следующим образом: найти Eℎ ∈ Vℎ

такое что для ∀vℎ ∈ Vℎ выполняется

𝑎𝐷𝐺ℎ (Eℎ,vℎ)𝛺 + 𝑘2(Eℎ,vℎ)𝛺 = −𝑖𝜔(g,vℎ)𝜕𝛺𝑃𝑀𝐶
(29)

Билинейная форма 𝑎𝐷𝐺ℎ (·, ·)𝛺 определяется как

𝑎𝐷𝐺ℎ (Eℎ,vℎ)𝛺 =

∫︁
𝛺

𝜇−1∇×Eℎ · ∇ × vℎ𝑑𝛺 +

∫︁
𝛤

𝜇−1𝛼
[︁[︁
Eℎ
]︁]︁
𝑇
·
[︁[︁
vℎ
]︁]︁
𝑇
𝑑𝑆, 𝛼 > 0 (30)

где 𝛼 - стабилизирующий коэффициент.
Следует отметить, что введенные для макроэлемента векторные функции 𝜓𝑘𝑖 задаются

не аналитически, как это принято в классическом ВМКЭ, а находятся численно из реше-
ния специальным образом сформулированных на макроэлементе задач (из решения задач
на микроуровне). Построенный неполиномиальный базис отражает все микроособенности
среды.
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4.2 Постановка задачи на микроуровне

Вариационная постановка. Целью решения задачи на микроуровне является построение
неполиномиальной функции формы для макроэлемента. Решается следующая задача

∇× 𝜇−1∇×𝜓j + 𝑘2𝜓𝑗 = 0 на 𝛺𝑖 (31)

с краевыми условиями
n ×𝜓𝑗

⃒⃒
𝜕𝛺𝑖

= 𝜙𝑗 (32)

где 𝜙𝑗 определяет поведение неполиномиальной функции формы на границе макроэлемента
и задается как векторная базисная функция на параллелепипеде. Вариационная постановка
строится по аналогии с (24).

Дискретная вариационная постановка. На уровне макроэлемента сформулирован-
ная задача решается ВМКЭ на тетраэдральном адаптивном разбиении. Для построе-
ния дискретной вариационной формулировки вводится конечномерное подпространство
Hh

0(rot,Ω) ⊂ H0(rot,Ω) и базисные функции 3 полного порядка w𝑘
𝑖 ∈ Hh

0(rot,Ω) на тет-
раэдральных конечных элементах [21].

Дискретная вариационная постановка принимает вид: найти 𝜓𝑗
ℎ ∈ H(rot,Ωi) +𝜙j такое

что ∀uℎ ∈ H(rot,Ωi) выполняется

𝜇−1(∇× 𝜓ℎ𝑗 ,∇× uℎ)𝛺 + 𝑘2(𝜓ℎ𝑗 ,u
ℎ)𝛺 = 0 (33)

4.3 Численные эксперименты

Задача электромагнетизма на постоянном токе. Как было сказано выше, основная
многомасштабная информация содержится в многомасштабных функциях формы, а значит
точность глобального решения будет в значительной степени зависеть от того, с какой точ-
ностью строятся эти функции. Для того, чтобы уменьшить погрешность при построении
многомасштабных функций формы в HMM существует несколько способов: измельчение
сетки или повышение порядка базисных функций конечноэлементных разбиений на мел-
комасштабном уровне (при решении серии дополнительных подзадач (14); выбор схемы
численного интегрирования (13); изменение размеров подобласти �̃�𝑝.

Рассмотрим образец 10×10×10 мм с включениями в форме параллелепипедов с размера-
ми 0.25×0.25×1 мм (рис. 3). Включения (удельная электропроводность 𝜎𝑖𝑛𝑐𝑙 = 1𝑒+4 См/м)
распределены в материале (𝜎𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 = 0.7 См/м) по равномерному закону с концентрацией
3.1% (500 включений). Краевые условия задаются в соответствии с рис. 1.

Для исследования влияния схемы численного интегрирования и выбора области вокруг
точек численного интегрирования при построении многомасштабных функций формы на
точность решения будем рассматривать квадратурные формулы Гаусса с 𝑝𝑖 ∈ {4, 5, 11}, где
𝑝𝑖 -– узлы интегрирования в макроэлементе (в тетраэдре). Результаты приведены на рис. 4.
Относительная погрешность решения вычисляется по формуле⃦⃦

𝑢𝐻 (𝑥𝑙) − 𝑢* (𝑥𝑙)
⃦⃦

‖𝑢* (𝑥𝑙)‖
, (34)

где 𝑢𝐻 (𝑥𝑙) — решение, полученное FE-HMM, 𝑢* (𝑥𝑙) — «точное» решение (FEM на подроб-
ной сетке).
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a) б)

Рис. 3. Область и результаты моделирования(а – образец; б – распределение скалярного потенциала 𝑢 (𝑥)
в сечении и векторное поле плотности тока J)

Рис. 4. Влияние схемы численного интегрирования и выбора области вокруг точек численного интегриро-
вания при построении многомасштабных функций формы на точность решения (размеры областей вокруг
точек интегрирования указаны в процентах от размера соответствующего макроэлемента)

Из вычислительного эксперимента (рис. 4.) следует, что лучшую точность дает исполь-
зование схемы Гаусса с пятью и одиннадцатью точками. Однако применение одиннадцати-
точечной схемы более затратно.

Одним из способов повышения точности многомасштабных конечноэлементных методов
является повышение порядка базисных функций, на которых строятся многомасштабные
функции формы. Для FE-HMM было получено, что использование квадратичных базисных
функций в среднем уменьшает относительную погрешность решения на 1%, однако при
этом время решения возрастает на порядок. Это связано со значительным увеличением
количества степеней свободы в конечноэлементной сетке.

Задача электромагнетизма на переменном токе. Для верификации метода выполня-
лось сравнение с конформным ВМКЭ на базисных функция 3 полного порядка в однород-
ной расчетной области: 𝜀 = 𝜀0, 𝜇 = 𝜇0, 𝜎 = 1𝑒 − 6. За «точное» решение E𝑒𝑥𝑡 принимался
результат моделирования ВМКЭ. Вычисления производились на двух частотах: 𝑓 = 1 кГц
(волновой процесс не формируется) и 𝑓 = 3 ГГц (волновой процесс сформирован). Была
выполнена оценка относительной погрешности

𝛿 =

⃦⃦
E𝑒𝑥𝑡𝑥 −E𝑥

⃦⃦
‖E𝑒𝑥𝑡𝑥 ‖

(35)

при 𝑓 = 1 кГц 𝛿1кГц = 2.42𝑒 − 04, при 𝑓 = 3 ГГц 𝛿3ГГц = 1.07𝑒 − 04. Предложенный метод
показал хорошее согласование с классическим ВМКЭ.
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Рис. 5. Область моделирования

Рассмотрим область с гетерогенной внутренней структурой. Расчетная область 21 ×
21 × 14 мм приведена на рис.5. Электрофизические характеристики матрицы: 𝜀 = 4.5𝜀0,
𝜇 = 𝜇0, 𝜎 = 1𝑒 − 6. Электрофизические характеристики включений: 𝜀 = 𝜀0, 𝜇 = 𝜇0, 𝜎 =
1𝑒+ 7. В области моделирования расположено 80 сферических включений, радиус которых
варьировался от 0.11 мм до 0.7 мм.

Для расчетной области рис.5 применение конформного ВМКЭ привело к необходимо-
сти построения очень подробной сетки, резкому росту размерности СЛАУ и числа ее обу-
словленности. Решение получить не удалось. Предложенный в работе модифицированный
неконформный разрывный метод Галеркина позволил получить решение для широкого диа-
пазона частот. На рис. 6 приведены действительные компоненты E𝑥 в сечении 𝑥 = 0.0105.

a) б)

Рис. 6. Действительная компонента E𝑥 в плоскости YZ, 𝑥 = 0.0105 (а – частота 𝑓 = 1 кГц; б – частота
𝑓 = 3 ГГц)

Заключение

В работе предлагается модификация FE-HMM, ориентированная на решение трехмерных
задач электромагнетизма на постоянном токе в областях со сложной внутренней струк-
турой (с большим количеством хаотично расположенных мелких включений). Исследована
точность работы метода в зависимости от реализованной схемы численного интегрирования
и порядка базисных функций на мелкомасштабном внутреннем разбиении.

На основе ВМКЭ, DG-метода и многомасштабной идеологии был разработан специаль-
ный численный метод моделирования трехмерных гармонических электромагнитных по-
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лей. Данный метод ориентирован на моделирование электромагнитных полей в гетероген-
ных средах с контрастными разномасштабными включениями в широком диапазоне частот.
Предложенный метод обладает естественным параллелизмом и позволяет свести решение
задачи во всей области моделирования к решению задач меньшей размерности в отдель-
ных подобластях, которое может выполняться параллельно. В то же время не наблюдается
резкого падения точности по сравнению с ВМКЭ.
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