
Численный алгоритм решения задач электрического зондирования среды . . . 103

МРНТИ 27.35.63

Численный алгоритм решения задач электрического зондирования
среды с рельефом земной поверхности

Миргаликызы Т., Евразийский национальный университет имени Л.Н.Гумилева,
г. Астана, Республика Казахстан, E-mail: m_t85@mail.ru

Муканова Б.Г., Евразийский национальный университет имени Л.Н.Гумилева,
г. Астана, Республика Казахстан, E-mail: mbsha01@gmail.com

На сегодняшний день проблема влияния рельефа земной поверхности на распределение
электрического поля является актуальным вопросом в интерпретации электромагнитных
полей, изучаемых в электроразведке постоянным током. В работе рассматривается
тестирование алгоритма численного решения задачи электрического зондирования среды
с рельефом земной поверхности путем моделирования методом интегральных уравнений.
Идея метода интегральных уравнений заключается в представлении электрического поля,
как суммы первичного поля и поля вторичных зарядов. Контактные границы и поверхность
геоэлектрического разреза выступают как вторичные возбудители электрического поля.
Задача расчета полей сводится к системе интегральных уравнений на плотности вторичных
источников, индуцируемых на поверхностях контакта проводящих сред и на рельефной
поверхности среды. Математическое описание этого явления приводит к уравнениям
Фредгольма II рода с полярным ядром. Алгоритм расчета протестирован путем сравнения
результатов с решениями, приведенными в работах в открытом доступе по учету
влияния рельефа, задавая такие же параметры среды. Выполнены сравнения полученными
разными подходами конечно-элементных и конечно-разностных методов для учета влияния
рельефа в 2D средах. Также выполнены сравнения полученными данными физического
моделирования. Можно сказать, что выполненные нами результаты расчетов кривых
кажущихся сопротивлений находятся в хорошем согласии с имеющимися исследованиями
в этой области.
Ключевые слова: метод интегральных уравнений, численный алгоритм, прямая задача
электроразведки, рельеф земной поверхности.

Жер бетi бедерi бар орта үшiн электрлiк барлау есебiн
шешуге арналған сандық алгоритм

Мирғалиқызы Т., Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Астана қ.,
Қазақстан Республикасы, E-mail: m_t85@mail.ru

Муканова Б.Г., Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Астана қ.,
Қазақстан Республикасы, E-mail: mbsha01@gmail.com

Электр өрiсiнiң таралуына жер бетi бедерiнiң әсерi тұрақты тоқпен электр барлауы арқылы
зерттелетiн электромагниттi өрiстердi сипаттауда қазырғы уақытта өзектi мәселелердiң
бiрi болып табылады. Бұл жұмыста интегралдық теңдеулер әдiсiмен модельдеу жолымен
жер бетi бедерi бар ортаны электрлiк зондтау есебiн сандық шешудiң алгоритмiн тестiлеу
қарастырылады. Интегралды теңдеулер әдiсiнiң идеясы электр өрiсiн алғашқы өрiс
пен екiншiлiк зарядтар өрiсiнiң қосындысы ретiнде қарастыру болып табылады.Жанасу
шекаралары және геоэлектрлiк қима бетi электр өрiсiнiң екiншiлiк қоздырғышы болып
табылады. өрiстердi есептеу есебi өткiзгiш орталар беттерi мен бедерлi жер бетi шекарасында
индукцияланатын екiншiлiк тоқ көздерiнiң тығыздығы бойынша құрылатын интегралдық
теңдеулер жүйесiне негiзделедi. Бұл құбылыстың математикалық сипатталуы полярлық
ядросы бар II түрдегi Фредгольм теңдеулерiне алып келедi. Есептеу алгоритмi нәтижелердi
жер бедерiнiң әсерiн есепке алу бойынша ашық қол жетiмдi жұмыстарда келтiрiлген
шешiмдермен салыстыру жолымен, ортаның дәл сондай параметрлерiн бере отырып, тестiлеу
өткiзiлдi. 2D орталардағы жер бетi бедерiнiң әсерiн есепке алу үшiн ақтық-элементтiк және
ақтық-айырымдық әдiстер арқылы, әр түрлi тәсiлмен алынған салыстыру орындалды.
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Сонымен қатар физикалық модельдеудiң алынған мәлiметтерiмен салыстыру жүргiзiлдi.
Бiз орындаған жорамал кедергiнiң қисықтарын есептеулер нәтижелерi осы саладағы
зерттеулермен жақсы үйлесiм табады деп айтуға болады.
Түйiн сөздер: интегралдық теңдеулер әдiсi, сандық алгоритм, электрлiк барлаудың тура
есебi, жер бетi бедерi.
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Nowadays the problem of the influence of the ground surface relief on the distribution of the electric
field is a pressing issue in the interpretation of electromagnetic fields studied in the direct current
electrical prospecting. The paper deals with testing the algorithm for the numerical solution of the
problem of electrical sensing of a medium with the ground surface relief by means of modeling using
integral equations. The idea of the method of integral equations is to represent the electric field
as the sum of the primary field and the field of the secondary charges. The contact boundaries
and the surface of the geoelectric section act as a secondary creators of the electric field. The
problem of calculating the fields is reduced to the systems of integral equations on the density of
secondary sources induced on the contact surfaces of conducting media and on the relief surface
of the medium. A mathematical description of this phenomenon leads to Fredholm equations of
the second kind with a polar core. The calculation algorithm was tested by comparing the results
with the solutions given in the open access works on taking into account the influence of the relief,
setting the same environmental parameters. Comparisons are made using the finite-element and
finite-difference methods obtained by different approaches to take into account the effect of relief
in 2D environments. Comparisons are also made with the physical modeling data obtained. We
can say that our results of calculations curves of apparent resistivity are in good agreement with
the available research in this area.
Key words: method of integral equations, numerical algorithm, direct problem of electrical
prospecting, surface relief.

1 Введение

Настоящее время характеризуется бурным развитием геофизических методов для
решения разнообразных задач поиска и разведки объектов, расположенных в сложной
горизонтально-неоднородной вмещающей среде. В частности в последнее время получил
развитие и внедрение такой метод как электротомография. Электротомография
- это современная методика геофизических исследований методом сопротивлений
[1]. Практическая реализация электротомографических исследований потребовало
создания специализированных аппаратных систем, а также развитых программных
средств для обработки данных и осуществления инверсии.

В задачах вертикального электрического зондирования важное значение имеет
расчет влияния условий эксперимента на кривые зондирования, в частности, рельефа
зондируемой поверхности. В настоящее время построение геоэлектрического разреза
на основе измерений кажущегося сопротивления проводится с помощью программ
2D и 3D инверсии. Эти программы выполняют решение обратной задачи (например,
Res2DInv, M.H.Loke и ZondRes2D, А.Е.Каминский) [2],[3]. В большинстве случаев
имеющиеся резкие геоэлектрические границы получаются размытыми, а искажения
кривых кажущегося сопротивления, связанные с рельефом поверхности, генерируют
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ложные аномалии. В этих условиях двумерная инверсия не является идеальным
способом перехода от электрического поля к реальному геоэлектрическому разрезу.
Другим источником ошибок является то обстоятельство, что до сих пор не существует
программ, которые с высокой точностью количественно учитывают влияние искажений,
связанных с рельефом земной поверхности. Обработка данных на основе существующих
программ двумерной инверсии показывает, что вблизи отклонений поверхности среды
от плоскости образуются фиктивные аномалии геоэлектрического разреза [4].

Задача в условиях сложного рельефа земной поверхности в настоящее время
полностью не решена. Имеются лишь отдельные результаты, полученные на физических
моделях среды и расчетные данные, полученные в приближении однородного внешнего
поля и для узко специальных типов рельефа [5],[6].

Данная работа является продолжением исследований авторов на эту тему [7],[8].
Новизна нашего подхода заключается в том, что моделирование проводится на основе
численного решения системы интегральных уравнений. Характерной особенностью
разработанных нами алгоритмов является, то, что они позволяют выполнять расчеты
для более разнообразных форм рельефов, включая формы, определяемые из натурных
экспериментов.

2 Обзор литературы

В связи с большой важностью проблемы учета влияния рельефа земной поверхности
изучение влияния рельефа на данные методов постоянного тока предпринималось
достаточно давно. К ним можно отнести работы Запорожец В.М. 1938 [9],
Чантуришвили Л.С. 1959 [10], Вешев А.В. 1959, 1980 [11],[5]. В настоящее время
основными математическими методами, используемыми на практике при решении
прямых и обратных задач, являются сеточные методы (конечных разностей и конечных
элементов) [12]-[17]. В рамках этих методов разработано несколько способов учета
влияния рельефа [18]-[25].

В методе конечных разностей широко используется алгоритм геометрической
трансформации ячеек сетки адаптированной к рельефу земной поверхности [18]. Второй
алгоритм в методе конечных разностей основан на триангуляции расчетной области,
где элементы сетки формируются путем дополнения диагоналей в прямоугольных
клетках, обеспечивая гибкость дизайна модели [19]-[20]. Также и в методе конечных
элементов существует ряд алгоритмов учета влияния рельефа земной поверхности [21]-
[24]. Один из алгоритмов схожий с первым из описанных для конечных разностей -
адаптированная к рельефу трансформация ячеек сетки. Другой алгоритм основан в
построении специальной нерегулярной сети в зависимости от формы рельефа [25],[26] и
степени неоднородности исследуемой среды.

Все указанные способы расчета основаны на единой общей идее и физическом
принципе. Универсальность, гибкость и ряд вычислительных преимуществ сеточных
методов определили их широкое распространение во многих сферах применения
численного моделирования, и, в том числе, в методах постоянного тока. Однако при
задании модели с рельефом в большинстве из них конфигурация ячеек сетки, так
или иначе, повторяет конфигурацию рельефа. Это может вносить ошибки в решение
как прямых, так и, главное, обратных задач. Поэтому для контроля работы сеточных
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методов целесообразно применять другие методы, основанные на других идеях и также
позволяющие решать соответствующие прямые задачи метода сопротивления. В рамках
настоящей работы был выбран метод интегральных уравнений, имеющий простой
физический смысл и хорошо зарекомендовавший себя при проведении моделирования в
методе сопротивлений [27]-[32].

3 Материал и методы

Математическая модель и численный алгоритм
Метод интегральных уравнений основан на теории потенциала для решений уравнения
Лапласа [33]. Как показано в [7], задача расчета поля постоянного тока в однородной
среде с рельефом дневной поверхности сводится к решению интегрального уравнения
Фредгольма второго рода с ядром со слабой особенностью:

q (P ) =

∫∫
Г
q (M)

cosψPM∣∣∣−−→PM ∣∣∣2 d (M) + F0 (P ) (1)

Здесь M, P - точки поверхности среды Г, по которой берется интеграл, q(P) -
плотность простого слоя на границе Г, через которую в дальнейшем рассчитывается
потенциал поля, угол ψPM - угол между направлением нормали к поверхности в точке
P и вектором PM, F0 (P ) - заданная функция.

Численная реализация метода интегральных уравнений выполнена с использованием
метода радиальных базисных функций (RBF) для аппроксимации произвольного
рельефа поверхности и адаптивной сетки с учетом геометрии измерительной установки
[34].

Далее описывается пошаговый алгоритм численного решения интегральных
уравнений с использованием метода RBF.

1 Описание модели среды.
Описывается исследуемая среда: длина измерительной линий, количество и высоты

приемных электродов относительно питающего электрода, длина приемной линии, сила
тока питающего электрода.

2 Составление и выбор функции RBF аппроксимирующей рельеф дневной
поверхности:

- Для заданного набора точек плоскости Оху {xi} (i = 1, n) и соответствующих
значений {fi}ni=1 строится интерполирующая функция s(x,y) двух переменных.

- Определение радиальной базисной функции. Выполняется выбор подходящей
радиальной функций, подбирая требуюмую гладкость формы поверхности для решения
задачи [34].

- Строится матрица по формуле Ai,j = ϕ (∥xi − xj∥) , (i, j = 1, n).
- Методом LU -разложения с выбором главного элемента решается система

Aλ = f. Коэффициенты λi составляют вектор решения. Чтобы вычислить
значение интерполируемой функции в точке (x,y) используется формула s(x, y) =∑n

i=1 λiϕ (∥(x, y)− xi∥) , где ϕ - радиальные функции.
3 Построение адаптивной сетки, с учетом геометрии измерительной установки.
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Строится сетка с триангуляцией для разбиения границы на ячейки,
аппроксимирующие вторичные источники тока с учетом особенностей нашей сетки
– послойное расположение треугольников и логарифмическое расширение сетки
при удалении от оси расчетной области. Для расчета кажущегося сопротивления и
потенцила поля в качестве расчетной области используется область в форме овала. Овал
образуется двумя полукругами и прямоугольником между ними. Ось, соединяющая
центры окружностей, соответствует положению измерительной линии, одна из центров
окружностей - положению питающего электрода. Определяются параметры каждой
ячейки: номер узла, координаты геометрического центра, площадь:

- Верхняя и нижняя части овала делятся на заданное количество слоев (например
на N ) по правилу концентрических полуокружностей (полуовалов) радиуса ri=exp(i*hs-
1)/α, i - номер концентрического полуовала, hs=ln(1+a*α)/N - шаг сетки по радиусу
в логарифмических преобразованных координатах, α - коэффициент неравномерности
сетки. Каждый слой разбивается на треугольники, начиная с первого слоя.

- Каждый слой разбивается на треугольники, начиная с первого слоя. Определяется
массив uz(i,j), где i=0,. . . ,N - номер слоя, на верхней границе которого лежит узел, j -
номер узла на этом слое. Массиву узлов покоординатно присваиваются значения. После
выполняется триангуляция: заводится динамический массив tr типа «треугольник» для
верхней части овала и tr1 – для нижней части овала, которые в качестве вершины
треугольника содержат номера узлов, образующих эту вершину.

- Вычисление площади ячеек проводились по формулам аналитической геометрии,
на основе определителя построенного по декартовым координатам узлов ячеек.

4 Составление матрицы коэффициентов взаимного влияния.
5 Решение системы линейных алгебраических уравнений и определение плотности

вторичных источников тока.
6 Расчет потенциалов на поверхности.
7 Расчет функций кажущегося сопротивления вдоль поверхности.

4 Результаты и обсуждение

Выполнено тестирование численных результатов путем сравнения их с результатами
приведенными в работах по учету влияния рельефа, задавая такие же параметры среды.

В трудах Erhan Erdogan и Ismail Demirci (2008, 2012 гг.) для учета влияния рельефа
в 2D средах описываются разные подходы использования конечно-элементных (FE)
и конечно-разностных (FD) методов [19], [20]. В отличие от других исследователей,
которые также используют прямое решение FD, они использовали треугольные
элементы, которые формируются путем дополнения диагоналей в прямоугольных
клетках, обеспечивая гибкость дизайна модели, который обычно доступны только
при использовании метода FE. Авторы добавляют рельеф в прямую задачу, с
использованием трех подходов, основанных на методе FE:

1 Присвоили значении с высоким удельным сопротивлением (представляющий часть
воздуха) ко всем треугольным элементам, которые представляют собой клетки границы
воздух/земля. Этот FE полный воздушный (full-air) подход (рисунок 1a) представляет
собой рельефную границу в лестничной форме.
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2 Используя преимущество, полученное путем применения треугольных элементов,
моделировали рельефную границу там, где она пересекала прямоугольные ячейки и
присвоили значении с высоким удельным сопротивлением к треугольным элементам
на границе ячеек воздуха/земля. Это половинно воздушный (half-air) подход FE
представляет собой более плавный и точный рельефный край (рисунок 1b).

3 Равномерно искривляли FE сетки по отношению к геометрии поверхности, чтобы
имитировать эффект рельефа (Holcombe и Jiracek, 1984; Loke, 2000). Такой подход
называется FE искривление сетки (FE distorted - mesh) (рисунок 1c).

Рисунок 1: Схема 2D моделирования сетки, которые включают рельеф: (a) FE full-air,
(b) FE half-air и FD half-air, (c) FE distorted-mesh, и (d) FD full-air

Сетка FD состоит из прямоугольных ячеек и не может быть реорганизован;
рельеф можно моделировать только с помощью ячеек поверхностных сопротивлений,
которые представляют воздействие воздуха в методе FD. Первый подход, который
они использовали для имитации рельефа, присвоили значении с высоким удельным
сопротивлением ко всем прямоугольным ячейкам на границе воздух-земля и назвали
его FD полный воздушный (full - air) подход (рисунок 1d). После этого использовали
формулировку Вивера (Weaver 1994) и разделили прямоугольные ячейки в треугольные
элементы (рисунок 2), используя ту же сетку, что и в методе FE на рисунок 1b и назвали
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его FD половинно воздушный (half - air) подход.

Рисунок 2: (a) FD half-air сетка. Каждая ячейка подразделяется на четыре элемента
триангуляции. (b) Дискретизация ячеек FD триангуляции между интерфейсом воздух-
земля

Рисунок 3: Однородная модель холма с углом уклона, равным 30o

В работе приводятся результаты моделирования на рельефной поверхности для
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однородной среды с удельным сопротивлением 100 Ом.м. Рельеф поверхности -
на 30o отклоненный холм (рисунок 3). Результаты моделирования для установки
Веннер-Шлюмберже для всех подходов приведены на рисунке 4. Во всех решениях в
центральном районе можно увидеть аномалию низкого кажущегося сопротивления в
нижней области холма.

Рисунок 4: Псевдоразрез кажущегося сопротивления однородной модели холма, с углом
уклона 30o
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Результаты полученные нашим методом для описанной модели представлены
на рисунке 5. По мере приближения к угловой точке наблюдается повышение
и резкое увеличение значении кажущегося сопротивления, а вершина отмечается
минимумом кажущегося сопротивления. Затем в окрестности следующей угловой точки
также наблюдается повышение ρk. В дальнейшем происходит плавное уменьшение
и приближение к удельному сопротивлению среды. Такое поведение кажущегося
сопротивления можно увидеть на каждой картинке полученных разными подходами
методов FE и FD.

Рисунок 5: Кажущиеся сопротивлении, полученные методом интегральных уравнений
и форма рельефа для однородной модели холма, угол наклона 30o

Такие результаты встречаются также в работах R.C. Fox, G.W. Hohmann 1978,
I.Tsourlos, E.Szymanski и др. 1999, QIANG Jian-Ke и др. 2007, Sedat Yilmaz, Nart Coşkun
2011, Sebastien Penz и др. 2013.

Дополнительное сравнение результатов программы выполнено полученными
данными физического моделирования, представленных в работе Вешева А.В.
[11]. Например, на рисунке 6, скопированном со статьи Вешева А.В. построены
кажущиеся сопротивления для разных параметров установки для однородной модели
полусферической выемки. На рисунке 7 построен график кажущегося сопротивления,
полученный применяемым нами методом интегральных уравнений для данной модели.
Можно сказать, результаты практически совпадают, имеющиеся незначительные
отклонения, связаны с разными геометрическими параметрами установки.
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Рисунок 6: Результаты физического моделирования Вешева А.В. для модели
полусферичекой выемки

Рисунок 7: Результаты, полученные методом интегральных уравнений для однородной
модели полусферической выемки

5 Заключение

Разработан численный алгоритм решения задач электрического зондирования,
который позволил построить функцию кажущегося сопротивления, с учетом
основных закономерностей формирования электрического поля, связанных с влиянием
рельефа. Выполнено тестирование численных результатов, сравнивая с результатами,
приведенными в работах в открытом доступе по учету влияния рельефа, задавая
такие же параметры среды. Выполнены сравнения полученными разными подходами
конечно-элементных и конечно-разностных методов для учета влияния рельефа в 2D
средах для заданной модели с рельефной поверхностью. Также выполнены сравнения
полученными данными физического моделирования, представленных в работе Вешева
А.В. Можно сказать, что результаты совпадают, но есть незначительные отклонения,
связанные с разными параметрами геометрической установки. Выполненные нами
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результаты расчетов кривых кажущихся сопротивлений находятся в хорошем согласии
с имеющимися исследованиями в этой области. Однако, разработанные нами
программы позволяют выполнять расчеты для более разнообразных форм рельефов,
включая также формы, определяемые из натурных экспериментов. Дальнейшие
исследования будут связаны с расчетом эффекта влияния рельефа, взятого из натурных
экспериментов и для усложненных моделей сред. Конечная цель данного исследования
– это задача исключения из результатов интерпретации ложных аномалий, связанных
с рельефом.
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