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В данной статье рассматривается динамика крупномасштабного термика под действием
силы плавучести, с учетом турбулентного перемешивания и адиабатического расширения.
Математическая модель строится на основе уравнений Навье – Стокса, уравнения
неразрывности и уравнения полной энергии. Численное моделирование осуществляется
на основе решения решеточных уравнений Больцмана в трехмерной постановке с
применением D3Q27 модели. Первое приближение решения уравнения Больцмана приводит
к гидродинамическому уравнению Навье – Стокса. Приведены результаты проверки
численного алгоритма на примере тестовой задачи течения Пуазейля, в рамках которой были
посчитаны ошибки нормы для различных размеров расчетной сетки. Был произведен ряд
численных экспериментов, при различных начальных условиях для температуры и плотности
внутри и вне крупномасштабного термика. Получена зависимость высоты подъема облака от
начальной температуры. В качестве результатов приведена динамика распространения поля
температуры для начального значения 1800◦ К в момент времени 5 с, 15 с и 35 с.
Ключевые слова: крупномасштабный термик, решеточный метод Больцмана, D3Q27.
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Берiлген мақалада, турбуленттi алмасу мен адиабаталық кеңеюдi ескеретiн жүзгiштiк
күштiң әсерiнен қозғалысқа келетiн улкен масштабты термиктiң динамикасы қарастырылды.
Математикалық модель Навье - Стокс теңдеуi, энергияның сакталу заңы және үзiлiссiздiк
теңдеулерiнiң негiзiнде құрылды. Сандық пiшiндеудi үшөлшемдi, торлық Больцман
теңдеуiнiң шешiмi негiзiнде, D3Q27 пiшiнiн қолдану арқылы құрамыз. Больцман теңдеуiнiң
бiрiншi жуықтау шешiмi гидродинамикалық Навье - Стокс теңдеуiне келтiредi. Пуазейл
агымының тестiлiк есебiнiң мысалы негiзiнде, әртүрлi өлшемдегi есептеу торының
қателiктерiн есептейтiн, сандық алгоритмдi тексеру нәтижелерi көрсетiлдi. Iрi масштабты
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термиктiң iшiнде жататын және жатпайтын, әртүрлi бастапқы шарттармен берiлген
сандық эксперименттер жасалынды. Бұлттың көтерiлу биiктiгiнiң бастапқы температураға
тәуелдiлiгiк шамасы алынды. Нәтиже ретiнде 5 сек, 15 сек және 35 сек уақыт мезетiне сәйкес
келетiн, бастапқы мәнi 1800◦ К болатын, температураның таралу аумағының динамикасы
алынды.
Түйiн сөздер: кең ауқымды термик, торлық Больцман әдiсi, D3Q27.
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The article presents research results on dynamics of large-scale thermals influenced by buoyancy
force, turbulent mixing and adiabatic expansion. Mathematical model is based on the Navier –
Stokes equations, the continuity equation, and the total energy equation. Numerical simulation
realized by finding solution of three dimension Lattice Boltzmann Equations appling D3Q27 model.
First approximation of the solution of Boltzmann equation leads to the hydrodynamic Navier –
Stokes equation.Numerical verification of the algorithm was carried out using benchmark Poiseuille
flow problem. A number of numerical experiments were carried out, with different initial conditions
for temperature and density inside and outside the large-scale thermal.The dependence of the
height of cloud rise on the initial temperature was obtained. Dynamics of the temperature field
propagation is given for an initial value of 1800 ◦ K at the time instant of 5 s, 15 s, and 35 s.
Key words: large-scale thermal, Lattice Boltzmann Method, D3Q27.

1 Введение

Чрезвычайные ситуации (ЧС) природного и антропогенного происхождения, такие
как лесные пожары, пожары на промышленных предприятиях, аварийные падения
ракет-носителей, часто сопровождаются наземным взрывом, при котором образуется
крупномасштабный высокотемпературный термический поток – термик. Высокая
температура и давление, а также сложный химический состав газопылевого облака
приводят к образованию экологически опасных компонентов, распространяющихся
на многие километры как в горизонтальном, так и вертикальном направлении, что
представляет реальную угрозу окружающей среде, живым организмам и изменению
климата.

Крупномасштабный высокотемпературный термик, - явление не до конца изученное.
Согласно известным на сегодняшний день законам физики, холодный воздух вытесняет
теплый, поэтому перемещения тепловых потоков наблюдается повсеместно. Термиком
принято считать восходящий поток теплого воздуха [1]. Образование термика
происходит, при нагревании поверхности земли на солнце или при чрезвычайных
ситуациях природного или антропогенного происхождения. При этом очевидно, что чем
контрастнее погодные условия, тем сильнее и выраженнее термические потоки. Следует
отметить, что в штилевую погоду термики располагаются практически вертикально.
При наличии ветра термический поток наклоняется по направлению ветра. При
достаточном уровне влажности воздуха вода из воздушного потока конденсируется, и
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над термиком образуются кучевые облака. В сухую погоду термические потоки часто
бывают невидимыми (так называемые «голубые термики») [1]. В случае образования
термиков по причине техногенной катастрофы, термики могут переносить различные
примеси и визуализироваться дымом, пылью (пылевые столбы), пухом растений и
прочие.

Одним из лучших методов для изучения образования и перемещения термических
потоков является математическое моделирование, поскольку оно предполагает
разработку математического описания, реализацию модели посредством применения
наиболее точных современных численных методов, а также составление программного
кода для высокопроизводительной вычислительной машины.

Также нужно отметить тот факт, что внутри термических потоков имеет
место турбулентное перемещение воздушных масс, изучение которого, при его
математическом описании, также затрудняется бесчисленным количеством степеней
свободы рассматриваемых элементов системы потока.

В данной статье проводится изучение крупномасштабных термиков, посредством
разработки и реализации динамической модели движения высокотемпературных
потоков. Представлено математическое описание в виде системы уравнений в
частных производных с поставленными краевыми и начальными условиями.
Проведена проверка адекватности разработанной математической модели движения
крупномасштабных термических потоков, на основе решения тестовых задач.
Осуществлен подбор численного метода для реализации разработанной математической
модели, удовлетворяющий критериям точности. Разработан специальный алгоритм
применения методов для решения системы дифференциальных уравнений в частных
производных при определенных граничных и начальных условиях. Приведено
описание результатов моделирования движения крупномасштабных термиков в
атмосферном приземном слое. Визуализированавычислительная области и трехмерное
поле температуры, показана временная эволюция температуры и высоты подъема
крупномасштабного термика.

2 Обзор литературы

Основные подходы к моделированию турбулентных течений в настоящее время –
это DNS (Direct Numerical Simulation, прямое численное моделирование) и LES
(Large Eddy Simulation, моделирование крупных вихрей). Поскольку в методах DNS
рассчитываются величины всех масштабов турбулентности (от Колмогоровского до
интегрального), для их использования требуются огромные вычислительные ресурсы, а
прямое численное моделирование сжимаемых турбулентных течений на данный момент
представляет собой практически неразрешимую задачу вследствие крайне высокого
объема вычислений [1, 2, 3, 4, 5]. Методы моделирования крупных вихрей (LES)
основываются на гипотезе о статистической независимости крупных и мелких вихрей.
LES-методы разрешают крупные вихри, а мелкомасштабные структуры исключаются
из уравнений Навье-Стокса при помощи пространственной фильтрации и моделируются
с использованием подсеточных моделей (SGS, Sub-Grid Scale). К таким моделям
относятся, например, модель Смагоринского и ее модификации [6], динамические
подсеточные модели [7, 8] неявное моделирование подсеточной турбулентности Implic-
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it LES (ILES) [9, 10]. Таким образом, этот подход требует меньших вычислительных
ресурсов в сравнении с методами DNS, поскольку шаги сетки и временные интервалы
могут быть намного больше колмогоровских, обеспечивая при этом высокую точность
расчета[2]. Кроме того, наряду с DNS и LES на практике часто применяются
методы RANS (Reynolds averaged Navier-Stokes, осредненные по Рейнольдсу уравнения
Навье-Стокса) для описания средних характеристик турбулентности, поскольку не
требуют больших вычислительных затрат [11]. Численное изучение эволюции термика
представлено в работах [12, 13]. Так, в работе [14] на основе осредненных по
Фавру уравнений Навье-Стокса, замкнутых k-epsilon моделью турбулентности с
учетом сжимаемости, построена математическая модель процесса поднятия термика
в устойчивой атмосфере, записанная в цилиндрической системе координат. Для
инициирования термика в начальный момент в вычислительную область вводится
сферическое облако с повышенной температурой: значение температуры на нижней
границы области T0 = 288.1K, вертикальный градиент температуры grad T = −6.5K ·
км−1 , начальный радиус термика r0 = 500м, его центр находится на высоте h =
1250м относительная избыточная температура равна (Tin − T0)/T0 = 0.2. Численное
решение осуществлялось с применением схемы переменных направлений, дополненной
процедурами монотонизации. k-epsilon модель решается отдельно неявной схемой.
Получено, что распространение турбулентных параметров достаточно неоднородно и
не стационарно: на начальной стадии турбулентное смешение в основном сосредоточено
в верхней части термика, тогда как на финальной стадии эта область сдвигается к
периферии термика и в области вихревого следа, также наблюдается сильное подавление
турбулентности в вихревом ядре термика.

В работе [15] отмечено подобие термиков, возникающих в атмосфере, и
очень плавучих пузырей с большой избыточной удельной энтропией относительно
окружающей среды, изучавшийся в [16]. Используя это, в работе [17] численно изучается
эволюция термика на основе динамики трехмерного плавучего изолированного
пузыря в стратифицированном слое. Вследствие предположения, что стратификация
температуры имеет адиабатический характер, равновесие незначительно устойчиво при
развитии конвекции. Таким образом, при вводе горячего плавучего пузыря в данную
среду он будет подниматься без влияния эффектов стратификации за исключением
эффектов, вызванных ростом и расширением поднимающегося пузыря. В начальный
момент времени в вычислительную область помещается горячая область с центром
в начало координат и задается профиль энтропии, определяющий форму пузыря.
Также задается начальное равенство давлений. В модельных уравнениях принято
ν = 6 · 10−3, т. е. задается постоянный коэффициент кинематической вязкости. Задача
решается численно с применением компактной схемы Леле шестого порядка точности
по пространству и схемы Хаймана третьего порядка точности по времени. В результате
получено, что динамика плавучего пузыря состоит из двух фаз: в первой фазе силы
плавучести равны скорости изменения момента, во второй — появляется эффект
торможения под влиянием граничных условий (искусственный эффект) и торможения
плавучести (физический эффект). Выявлено, что верхняя часть плавучего пузыря
поднимается, достигая поверхности.
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3 Материалы и методы

3.1 Математическая постановка задачи

Пусть в начальный момент времени у нижний границы расчетной области находится
крупномасштабный термик, обозначенный – G, с радиусом – r, начальной температурой
термика – T0, начальной температурой вокруг области G – T1 и начальной плотностью
– ρ (Рис. 1).

Рисунок 1: Схематичная иллюстрация постановки задачи.

Для решения рассматриваемой задачи используются модель Чепмена-Энскога [18,
19]:

Уравнение неразрывности:

∂ρ

∂t
+∇(ρu) = 0 (1)

Уравнение движения:

∂(ρu)

∂t
+∇(ρuu) = −∇p+∇ · τ + ρg (2)

Уравнение полной энергии:

∂ (ρE)

∂t
+∇ · [(ρE + p)um] = ∇(λ∇T ) +∇ · (τ · u) + ρu · g (3)

где давление – p = ρRT , тензор вязкого напряжения – τ = µ [S − (2/D)(∇ · u)I], вязкость
– µ = τfp, теплопроводность – λ = (D+2)R

2
τhp = cpτhp, здесь cp = (D+2)R

2
– удельная

теплоемкость при постоянном давлении, E = cvT + |u|2/2 – полная энергия.
Уравнение температуры:

cv

[
∂(ρT )

∂t
+∇ · (ρuT )

]
= ∇ · (λ∇T )− p∇ · u+ τ · ∇u (4)
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где cv = DR/2 удельная теплоемкость.
Данные уравнения решаются с заданными начальными значениями температуры и

плотности внутри и вне области G. На нижней границе используется условие Дирихле,
а на всех остальных границах условие Неймана.

3.2 Численный метод

Для моделирования динамики термиков применяется модель D3Q27 [20] решения
уравнения Больцмана. Решеточные уравнения Больцмана (LBE) является одной из
перспективных технологий последнего десятилетия для моделирования физических
и атмосферных процессов. Многие сложные проблемы в традиционном CFD могут
быть решены в LBM, например, турбулентные течения [21, 22, 23, 24], многофазные
течения [25, 26], теплообмен [27, 28], микрофлюиды [29], течения через пористую среду
[30] и фрактальную геометрию [31]. Функции распределения f вычисляются путем
решения решеточного уравнения Больцмана, которое является особой дискретизацией
кинетического уравнения Больцмана. После введения приближения Бхатнагара-Гросса-
Крука (BGK) можно сформулировать уравнение Больцмана для потока жидкости и
энергии в следующем виде:

fi (x+ ei∆t, t+∆t)− fi (x, t) = −∆t

τ
[fi (x, t)− f eq

i (x, t)] (5)

gi (x+ ei∆t, t+∆t)− gi (x, t) = −∆t

τθ
[gi (x, t)− geqi (x, t)] (6)

где x – радиус-вектор узла решетки, ∆t – обозначает решеточный временной шаг ,
τ – решеточное время релаксации, τθ – тепловое время релаксации, ei – дискретная
решеточная скорость в направлении i, fi – функция распределения плотности в
узле i, f eq

i – равновесная функция распределения, зависящая от макроскопических
параметров в узле i, gi – функция распределения энергии в узле i, geqi – равновесная
функция распределения, зависящая от макроскопических параметров в узле i.

Рисунок 2: Схематичная иллюстрация решетки D3Q27.
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Векторы скорости e0, ... , e26 модели D3Q27 показаны на рисунке 2. Для каждого
вектора скорости хранится значение функции распределения fi.

ei =


(0, 0, 0)c
(±1, 0, 0)c, (0,±1, 0)c, (0, 0,±1)c
(±1,±1, 0)c, (0,±1,±1)c, (±1, 0,±1)c
(±1,±1,±1)c

i = 0
i = 1− 6
i = 7− 18
i = 19− 26

где c = ∆x/∆t – решеточная скорость и i – направление решеточной скорости.

Рисунок 3: Алгоритм реализации решоточного метода Больцмана.

Решеточное время релаксации τ определяется по формуле:

τ = 3ν − 1

2

Равновесные функции распределения плотности и энергии Максвелла вычисляются
по формуле:

f eq(T ) = ωiρ

[
1 +

ei · u
RT

+
1

2

(ei · u
RT

)2

− u2

2RT

]
geq(T ) = ωiρ

[
ei · u
RT

+
(ei · u
RT

)2

− u2

2RT
+

1

2

(
ei

2

RT
−D

)]
+ E · f eq
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где ρ – плотность среды, T – температура среды, cs = 1
/√

3 · c – решеточная скорость
звука и значения весовых коэффициентов ωi таковы:

ωi =


8/27
2/27
1/54
1/216

i = 0
i = 1− 6
i = 7− 18
i = 19− 26

Уравнение (5) можно разделить на два этапа, столкновение и распространение:

1. f̃i (x, t) = fi (x, t)− ∆t
τ
[fi (x, t)− f eq

i (x, t)] ,

2. fi (x+ ei∆t, t+∆t) = f̃i (x, t) .

Здесь f̃i (x, t) обозначает массу частиц, пришедших в узел по направлению i,
столкнувшихся с остальными частицами. На втором этапе столкнувшиеся частицы
переносятся в соседние узлы по направлениям i. Данная процедура является
аналогичным для функции распределения энергии gi.

После второго этапа необходимо пересчитать макроскопические переменные
плотности, скорости и температуры жидкости как первые два момента функций
распределения для каждого узла [18]:

ρ =
26∑
i=0

fi, ρu =
26∑
i=0

eifi, ρE =
26∑
i=0

gi, T =

[
E − |u|2

2

]
1

cv

На рисунке 3 представлен алгоритм применения решоточного метода Больцмана.

3.3 Численная валидация

Рассмотрим тестовую задачу течение Пуазейля для валидации численного алгоритма.
Рассматривается ламинарное течение в трехмерной области с неподвижными
параллельными стенками. В неподвижных стенках применена схема mid-link bounce
back (BB) в качестве граничных условий. Согласно схеме граница стенки расположена
на пол шаге от границ узлов жидкости (boundary fluid nodes). Функции распределения
направленные внутрь от границы определяются по формуле:

fī (xB, t+∆t) = f̃i (xB, t)

где xB - координаты точек в границе.
В таблице 2 заданы параметры расчетов тестовой задачи. Высота канала H равна

32h. Моделирование произведена при различных размерах расчетной области: Nx ·Ny ·
Nz = 323, 643, 963 и 1283. Максимальная скорость в канале и скорость звука cs равны 0.1
и 0.5773, соответственно. Кинематическая вязкость ν = 9.021 · 10−3. Число Рейнольдса
Re = Vmax ·H/ν = 30. Параметры релаксации τ = 1.2.
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Вдоль оси X поддерживается постоянная разность давлений:

∆p

xout − xin

=
8ηVmax

(ytop − ybot)
2

где ∆p – разница в давлениях, ∆p = pout − pin, где pout и pin – давление на выходе и
входе канала, соответственно, η – динамическая вязкость, Vmax – максимальная скорость
течения в канале, xout и xin – границы выхода и входа соответственно, ytop и ybot –
границы верхней и нижней стенки соответственно.

Аналитическое решение задачи вычисляются из следующей формулы:

u (y) = − 1

2η

∆p

xout − xin

(y − ybot) (y − ytop) , ybot ≤ y ≤ ytop

На рисунке 4 представлено сравнение численного решения с аналитическим
решением в сечении x/H = 0.5. Течение устанавливается при t · ν/H2 = 0.4875. Как
видно из рисунка численные результаты хорошо согласуется с аналитическим решением.

Рисунок 4: Сравнение численного результата с аналитическим решением при различных
моментах времени.

На рисунках 5а и 5б представлены профили нормы ошибки L1 и L2 при различных
размерах сетки. Ошибки нормы L1 и L2 были вычислены по следующим формулам:

εL1 (t) =

∑
x,y |qn (x, y, z, t)− qb (x, y, z, t)|∑

x,y |qb (x, y, z, t) |

εL2 (t) =

√∑
x,y |qn (x, y, z, t)− qb (x, y, z, t)|2∑

x,y |qb (x, y, z, t) |2
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Как видно из рисунков увеличение разрешения сетки способствует к уменьшению
норм ошибок. Если предположить, что известна норма ошибок при различных размерах
сетки и что их соотношение размеров каждой сетки к начальному равен m, то можно
определить порядок точности по следующей формуле:

n (t) = logm

(
ε0 (t)

εm (t)

)
.

В тестовой задаче ошибки нормы были вычислены в момент времени t · ν/H3 = 1.
Порядки точности численного алгоритма в зависимости размера сетки представлены на
таблице 3.

(a) (б)

Рисунок 5: Профили ошибки нормы (а) L1 и (б) L2 при различных моментах времени.

Таблица 2 – Параметры моделирования.

Параметры
Фактор масштабирования, scale scale = 1÷ 3
Количество точек по оси, x, Nx Nx = 32 · scale
Количество точек по оси, y, Ny Ny = 32 · scale
Количество точек по оси, z, Nz Nz = 32 · scale
Параметр релаксации, τ τ =

√
3/16 + 0.5

Максимальная скорость в канале, Vmax Vmax = 0.1/scale
Кинематическая вязкость, ν ν = (2τ − 1)/6
Число Рейнольдса, Re Re = VmaxH/ν
Давление на выходе канала, pout pout = 1

Таблица 3 – Порядок точности L1 и L2 в зависимости от размера сетки при t · ν/H3 = 1.

Размер сетки u(L1) Порядок (n) u(L1) Порядок (n)
32 · 32 · 32 3.3738× 10−4 – 5.8084× 10−2 –
64 · 64 · 64 2.3047× 10−4 3.8716 1.5181× 10−2 1.9358
96 · 96 · 69 4.6600× 10−4 3.8978 6.8264× 10−2 1.9489

128 · 128 · 128 1.6972× 10−4 3.8175 4.1198× 10−3 1.9087
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4 Результаты и обсуждение

Представлены результаты численного моделирования эволюции крупномасштабного
термика на основе метода LBM. Определена динамика изменения высоты
подъема термика зависимости от начальной температуры. Полученные результат
моделирования, определяющий высоту поднятия облака, соответствует результатам
работы Онуфриева [12].

Численное моделирование этапа формирования и распространения термика
проведено в трехмерной области с физическим размером 300 м высоты, 120 м длины и
120 м ширины и расчетной сеткой 256× 128× 128.

Численный эксперимент был проведен при начальной температуре облака T0 =
1800K и метеорологических параметрах приведенных в рисунке 6.

На рисунках 6-7 представлены графики изменения температуры и высоты термика с
течением времени, атак же динамика распространения поля температуры при заданных
начальных условиях.

(a) (б) (в)

Рисунок 6: Динамикараспространения поля температуры при начальном значении T0 = 1800K

(а) t = 5c и (б) t = 15c (в) t = 35c при различных моментах времени.

(a) (б)

Рисунок 7: Изменение (а) температуры и (б) высоты крупномасштабного термика при начальной
температуре 1800K.
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5 Заключение

В данной работе была рассмотрена динамика крупномасштабных термиков под
действием силы плавучести, с учетом эффектов турбулентного перемешивания и
адиабатического расширения.

Математическая модель крупномасштабного термика построена на основе системы
дифференциальных уравнений в частных производных. Были учтены уравнение
неразрывности, количества движения, температуры, давления и энергии.

Была поставлена задача о поднятии крупномасштабного термика с заданными
начальными температурой и плотностью. К расчетной области применены граничные
условия Неймана и Дирихле.

Численный алгоритм основан на решении решеточных уравнений Больцмана в
сжимаемой постановке. Использованный численный алгоритм имеет второй порядок
точности по времени и по пространству. Порядок точности численного алгоритма оценен
с помощью тестовой задачи течение Пуазейля.

Получены результаты численного моделирования динамики крупномасштабных
термиков. Определенная зависимость между начальной температурой и высотой
поднятия облака соответствуют результатам работы Онуфриева [12].
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