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âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé â àðèôìåòè÷åñêîé

èåðàðõèè
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â àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè è íà îñíîâå äèàãîíàëüíûõ ìåòîäîâ áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ñóùåñòâóþò ñåìåéñòâî F âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé è Σ
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öèÿ α ñåìåéñòâà F òàêèå, ÷òî íèêàêàÿ íóìåðàöèÿ Ôðèäáåðãà ñåìåéñòâà F íå ñâîäèòñÿ
ê α. À òàêæå, ÷òî åñëè ñåìåéñòâî F âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé ñîäåðæèò ïî êðàé-
íåé ìåðå äâå ôóíêöèé, òî F íå èìååò Σ

0
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Some properties of computable numberings of the families of total functions in

the arithmetical hierarchy

Using a generalized notion of Σ0
n+2

-computable numbering for the families of functions in
the arithmetical hierarchy and on the basis of diagonal methods, it has been proved that
there are a family F of total functions and Σ

0
n+2

-computable numbering α of the family F

such that no Friedberg numbering of F is reducible to α. And also it has been proved that
if the family F of total functions contains at least two functions, then F has no principal
Σ
0
n+2

-computable numbering.
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Îïðåäåëåíèå 1 Íóìåðàöèÿ ν : ω 7→ F ñåìåéñòâà îäíîìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ íóìå-

ðàöèé íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ ν(n)(x) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé.
Åñëè ñåìåéñòâî F èìååò âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ, òî îíî íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì.

Äàííîå îïðåäåëåíèå, âçÿòîå èç [1], ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âû÷èñëè-
ìîé íóìåðàöèè è âû÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà. Îòìåòèì, ÷òî íóìåðàöèåé Ôðèäáåðãà êàêîãî-
ëèáî ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëóðåøåòêà Ðîäæåðñà âû÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà F ëèáî ñîñòîèò èç
îäíîãî, ëèáî èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, [1]. À òàêæå èçâåñòíî, ÷òî â íåòðè-
âèàëüíîì ñëó÷àå, ïîëóðåøåòêà Ðîäæåðñà íèêîãäà íè áóäåò ðåøåòêîé è â íåé íè áóäóò
ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, [2]. Êðîìå òîãî, â [2] ïîêàçàíî, ÷òî â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå
ïîëóðåøåòêà Ðîäæåðñà èìååò ëèáî îäèí, ëèáî áåñêîíå÷íî ìíîãî ìèíèìàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ.

Îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ äàííûõ ðåçóëüòàòîâ è èñïîëüçóÿ îáîáùåííîå ïîíÿòèå âû÷èñ-
ëèìîé íóìåðàöèé äëÿ ñåìåéñòâ ôóíêöèé â àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè áûëè ïîëó÷åíû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé äëÿ óðîâíåé âûøå ïåðâîé. Ïðåæäå ÷åì
ïðèñòóïèòü ê èçëîæåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóå-
ìûõ òåðìèíîâ è ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé èç

Σ0

n+1
, n ∈ ω. Íóìåðàöèÿ ν : ω 7→ F íàçûâàåòñÿ Σ0

n+1
-âû÷èñëèìîé, åñëè áèíàðíàÿ ôóíê-

öèÿ ν(n)(x) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé îòíîñèòåëüíî îðàêóëà ∅(n).

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü Com0

n
(F) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ Σ0

n
-âû÷èñëèìûõ íóìå-

ðàöèé ñåìåéñòâà F . Òîãäà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî R0

n
(F) = ⟨deg(ν)|ν ∈ Com0

n
(F),

≤⟩ íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ïîëóðåøåòêîé, ëèáî ïîëóðåøåòêîé Ðîäæåðñà ñåìåéñòâà F .

Íóìåðàöèÿ ν : ω 7→ F íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé, åñëè ν ∈ Com0

n
(F) è µ ≤ ν äëÿ âñåõ

µ ∈ Com0

n
(F ).

Äàííûå îïðåäåëåíèÿ âçÿòû èç ñòàòüè [3].
Ñëåäóþùèå òåîðåìû âîçíèêëè ïðè èçó÷åíèé îòêðûòûõ ïðîáëåì, ïîñòàâëåííûõ â [4]:

Òåîðåìà 1 Ñóùåñòâóþò ñåìåéñòâî F âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé èç Σ0

n+2
è Σ0

n+2
-

âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ α ñåìåéñòâà F òàêèå, ÷òî íèêàêàÿ íóìåðàöèÿ Ôðèäáåðãà ñå-

ìåéñòâà F íå ñâîäèòñÿ ê α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1 Ïóñòü α íóìåðàöèÿ áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà F . Ñåìåéñòâî F èìååò íóìå-

ðàöèþ Ôðèäáåðãà, ñâîäÿùóþñÿ ê α òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî We òàêîå, ÷òî ∀x∃!y(α(x) = α(y) ∧ y ∈ We).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî ñå-
ìåéñòâà.

� Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F èìååò íóìåðàöèþ Ôðèäáåðãà, ñâîäÿùóþñÿ ê α, îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç β. Òîãäà äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâûì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: β(x) = αf(x), ãäå
f � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü çíà÷åíèÿ f ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïå-
ðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç W . Åñëè â W åñòü äâà ðàçëè÷íûõ
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÷èñëà x è y òàêèõ, ÷òî α(x) = α(y), òî ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå ÷èñëà a è b äëÿ
êîòîðûõ f(a) = x è f(b) = y. Íî òîãäà β(a) = αf(a) = α(x) = α(y) = αf(b) = β(b),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ âçàèìíî îäíîçíà÷íîñòè íóìåðàöèè β. Çíà÷èò, â W

íåò äâóõ ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà èç F , ÷òî ýêâèâàëåíòíî çàïèñè
∀x∃!y(α(x) = α(y) ∧ y ∈ We).

� Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ∀x∃!y(α(x) = α(y) ∧ y ∈ We). Èç âûøå óêàçàííîãî äîêà-
çàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî â W ïðèñóòñòâóþò òîëüêî åäèíñòâåííûå α íîìåðà ýëåìåíòîâ èç F . Òàê êàê W

âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî rangef = W . Íî òîãäà íóìåðàöèÿ β, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé
β(x) = αf(x) ÿâëÿåòñÿ íóìåðàöèåé Ôðèäáåðãà ñåìåéñòâà F , òàê êàê åñëè x ̸= y, òî
β(x) = αf(x) ̸= αf(y) = β(y). Ëåììà äîêàçàíà.

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî e ∈ ω äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íóìåðàöèþ α ñåìåéñòâà ôóíêöèé
F = α(ω) èç Σ0

n+2
, óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåáîâàíèÿì:

[∃x∀y ∈ We(α(x) ̸= α(y))] (1)

èëè

[∃u∃v(u ̸= v&u ∈ We&v ∈ We&α(u) = α(v))]. (2)

Äåëàåì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî ÷èñëà e ∈ ω ïðîâåðÿåì ïðèíàäëåæ-
íîñòü ýëåìåíòîâ 2e è 2e + 1 ê We. Åñëè îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ íå ïîÿâèëñÿ â We,
òî äåëàåì åãî åäèíñòâåííûì íîìåðîì îäíîé îïðåäåëåííîé ôóíêöèé èç F , à åñëè îáà
ýëåìåíòà ïîÿâèëèñü â We, òî áåðåì α(2e) ðàâíûì α(2e + 1). α áóäåò Σ0

n+2
-âû÷èñëèìîé

íóìåðàöèåé, òàê êàê âñå âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ â Σ0

n+2
. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà e âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ: îäèí èç ÷èñåë 2e è 2e+1 íå ïðèíàäëåæèò We, òîãäà ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ α âû-
ïîëíÿåòñÿ (1); îáà ÷èñëà 2e è 2e+1 ïðèíàäëåæàòWe, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ (2). Çíà÷èò, äëÿ
êàæäîãî We íå ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ∀x∃!y(α(x) = α(y) ∧ y ∈ We), ñëåäîâàòåëüíî,
ïî âûøå äîêàçàííîé ëåììå, ïîä α íåò íóìåðàöèè Ôðèäáåðãà. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü F ñåìåéñòâî âñþäó îïðåäåëåííûõ Σ0

n+2
-âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Åñëè

F ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå ôóíêöèé, òî F íå èìååò ãëàâíîé Σ0

n+2
-âû÷èñëèìîé íóìåðà-

öèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � Σ0

n+2
-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà F . Âûáèðàåì

äâå ðàçëè÷íûå ôóíêöèé f è g èç F , è íàõîäèì ÷èñëî a òàêîå, ÷òî f(a) ̸= g(a). Ïîñòðîèì
íóìåðàöèþ β ñåìåéñòâà F , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì: β(e) ̸= αϕe(e)
äëÿ âñåõ e ∈ ω.

Åñëè ϕe(e) îïðåäåëåíà, òî ïðîâåðÿåì αϕe(e)(a) = f(a) èëè αϕe(e)(a) = g(a). Íà ýòèõ
÷èñëàõ e ∈ ω, ãäå ϕe(e) ↓, ïîñòðîèì íóìåðàöèþ β ñëåäóþùèì îáðàçîì:

β(e) =

{

g, if αϕe(e)(a) = f(a)
f, otherwise

Åñëè ϕe(e) íå îïðåäåëåíà, ò.å. e /∈ K, ãäå K = {x : x ∈ Wx}, òî e ∈ K. Èçâåñòíî,
÷òî K � áåñêîíå÷íîå íå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, íî K âû÷èñëèìî îòíîñè-
òåëüíî K = ∅′. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ÷èñåë e ∈ ω, ÷òî ϕe(e) ↑. Íà
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ýòèõ ÷èñëàõ e ∈ ω ïîñòðîèì íóìåðàöèþ β ñëåäóþùèì îáðàçîì: β(bk) = α(k), ãäå bk �
ïðîíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

K = {b0 < b1 < b2 < . . .}.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå β : ω 7→ F , ïîñòðîåííîå âûøå óêàçàííûì ñïî-
ñîáîì, áóäåò Σ0

n+2
-âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé ñåìåéñòâà F . È òàê êàê äëÿ ëþáîé Σ0

n+2
-

âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè α ìîæíî ïîñòðîèòü Σ0

n+2
-âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ β, íå ñâîäÿ-

ùóþñÿ ê α, òî íèêàêàÿ Σ0

n+2
-âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ íå ìîæåò áûòü ãëàâíîé. Òåîðåìà 2

äîêàçàíà.
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