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В данной статье производится анализ численного моделирования сверхзвукового простран-
ственного горения водородно-воздушной смеси. Расматривается проблема жесткости при сов-
местном численном решении уравнении Навье-Стокса и химической кинетики. Произведе-
на верификация предлагаемой методики решения системы конечно-разностных уравнений
Навье-Стокса, замкнутых k−ω моделью турбулентности, путем численного решения задачи
вдува поперечной звуковой струи водорода в сверхзвуковой воздушный поток в трехмерном
канале. Проведен вычислительный эксперимент горения водородно-воздушной смеси в сверх-
звуковом турбулентном течении. Были получены крупномасштабные вихревые структуры и
их рост вниз по потоку для свободного сдвигового течения многокомпонентных газов без
введения нестационарных возмущений на входе. Из численных экспериментов следует, что
процесс зажигания и диффузионного горения предварительно не перемешанной водородно-
воздушной смеси для свободного сдвигового течения появляется в слое смешения, в зоне
образования интенсивных вихрей с выделением тепла за счет химических реакций. Приве-
дены результаты численного эксперимента и подробный анализ результатов.
Ключевые слова: Уравнения Навье-Стокса, ENO-схема, сверхзвуковое горение, многоком-
понентный сжимаемый газ.

Сутегi-ауа қоспасының кеңiстiктiк дыбыстан жылдам жануын сандық есептеу және
сараптау
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Осы мақалада сутегi-ауа қоспасының кеңiстiкте жылдамдығы дыбыс жылдамдығынан жыл-
дам жануының сандық модельдеуi сарапталады. Навье-Стокс теңдеулерi мен химиялық кине-
тиканың сандық есептеу кезiндегi қатаңдық мәселелерi қарастырылады. k−ω турбуленттiлiк
моделi арқылы тұйықталған шектi-айырымды Навье-Стокс теңдеулер жүйесiн үш өлшем-
дi арнада жылдамдығы дыбыс жылдамдығындай сутегi ағыншасын көлденең жылдамды-
ғы дыбыс жылдамдығынан жоғары ауа ағысына үрлеу есебiн сандық шығару арқылы рас-
талған шешу әдiстемесiн тексеру жүргiзiлдi. Дыбыстан жылдам турбуленттi ағында сутегi-
ауа қоспасының жануының есептiк тәжiрибесi жүргiзiлдi. Кiрiсiнде тұрақсыз ауытқулар ен-
гiздiрiлмей iрi масштабты құйындар жүйесi айқындалды және көп құрамды газдың еркiн
ығыспалы ағыны үшiн ағын бойынша төмен осы құйындардың өсуi көрсетiлдi. Сандық тә-
жiрибелерден еркiн ығыспалы алдын-ала араласпаған сутегi-ауа қоспасы ағыны үшiн тұтану
және диффузионды жану үрдiсi араласу аумағында, қарқынды құйындар түзiлу аймағында
химиялық реакциялар есебiнен жылу бөле жүретiнi анықталды. Сандық тәжiрибе нәтиже-
лерi келтiрiлген және нәтижелердi талдау жүргiзiлген.
Түйiн сөздер: Навье-Стокс теңдеуi, ENO-сұлба, дыбыстан жылдам жану, көп құрамды сы-
ғылмалы газ.
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In this paper, we analyze the numerical simulation of supersonic spatial combustion of a hydrogen-
air mixture. The problem of stiffness is considered in the simultaneous numerical solution of the
Navier-Stokes equation and chemical kinetics. Verification of the proposed method for solving
the system of finite-difference Navier-Stokes equations closed by the k − ω turbulence model
has been performed by numerically solving the problem of injecting a transverse sound jet of
hydrogen into a supersonic airflow in a three-dimensional channel. A computational experiment
was carried out for the combustion of a hydrogen-air mixture in a supersonic turbulent flow.
Large-scale vortex structures and their downstream growth were obtained for the free shear flow
of multicomponent gases without introducing nonstationary perturbations at the inlet. It follows
from numerical experiments that the process of ignition and diffusion combustion of a previously
unmixed hydrogen-air mixture for free shear flow appears in the mixing layer, in the zone of
formation of intense vortices with the release of heat due to chemical reactions. The results of a
numerical experiment and a detailed analysis of the results are presented.
Key words: Navier-Stokes equations, ENO-scheme, supersonic combustion, multicomponent
compressible gas.

1 Введение

Одной из важных современных задач авиационной техники является создание гиперзву-
ковых (число Маха M = 7−20) летательных аппаратов (ЛА) с прямоточно-воздушными
реактивными двигателями (ВРД), использующих воздух как окислитель. Одной из глав-
ных проблем при проектировании таких двигателей является обеспечение максимальной
полноты сгорания топлива в камере сгорания (КС), что является необходимым условием
получения нужной тяги. Для достижения этой цели необходимо увеличить скорость сме-
шения топливно-воздушной смеси и, соответственно, сжигания. Чтобы детально изучить
процесс смешения, необходимо изучить нестационарное образование закручивающихся
вихрей в слое смешения и их развитие. Кроме этого, в слое смешения появляются обшир-
ные дозвуковые зоны, изучение которых позволит определить механизмы стабилизации
пламени. Так как процессы смешения и горения в сверхзвуковой камере сгорания про-
ходят при очень больших скоростях, для детальной визуализации и изучения вихревой
структуры необходимо использовать схемы высокого порядка точности как по време-
ни, так и по пространству. Данный факт является одной из главных задач настоящей
работы.

2 Обзор литературы

Из существующих работ по численному изучению сверхзвукового турбулентного горе-
ния в сдвиговом слое можно отметить труды Тахсини (Tahsini., 2011, 2012) и Чакра-
борти и др. (Chakraboty D., 2000). В представленных статьях основные усилия были
направлены на изучение влияния различных эффектов, таких, как входная закрутка,
начальное отношение температур, скоростей и давлений на время задержки воспламе-
нения. Детальный механизм химических реакций был использован в работах (Tahsini.,
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2011, 2012). В этих работах проведено численное изучение процесса зажигания сверх-
звукового турбулентного водородно-воздушного слоя смешения с использованием мето-
да расщепления адвекции против потока (AUSM+) совместно с турбулентной моделью
Спаларта-Алмараса и детальной химической кинетикой. Из результатов следует, что
если использовать закрутку в потоке топлива и окислителя, время задержки воспла-
менения значительно уменьшается посредством изменения угла закрутки. Во всех этих
работах не было уделено внимания вихревой природе развития слоя смешения.

3 Материалы и методы

Рассматривается перпендикулярный вдув струи водорода из круглых сопел, располо-
женных симметрично на нижней и верхней стенках канала, в воздушный сверхзвуковой
турбулентный поток в трехмерном канале. Для удобства вычисления рассматривается
вдув только с нижней стенки, схема течения представлена на рисунке 1.

Рисунок 1 – Схема течения

3.1 Постановка задачи

Исходными уравнениями для рассматриваемой задачи является система трехмерных
уравнений Навье-Стокса для сжимаемого турбулентного газа, записанная в декартовой
системе координат в консервативной форме:

∂U⃗

∂t
+

∂
(
E⃗ − E⃗v

)
∂x

+
∂
(
F⃗ − F⃗v

)
∂y

+
∂
(
G⃗− G⃗v

)
∂z

= S⃗, (1)

U⃗ = (ρ, ρu, ρv, ρw,Et, ρYk)
T , E⃗ =

(
ρu, ρu2 + p, ρuv, ρuw, (Et + p)u, ρuYk

)T
,

F⃗ =
(
ρv, ρuv, ρv2 + p, ρvw, (Et + p) v, ρvYk

)T
, G⃗ =

(
ρw, ρuw, ρvw, ρw2 + p, (Et + p)w, ρwYk

)T
.

E⃗v = (0, τxx, τxy, τxz, uτxx + vτxy + wτxz − qx, Jkx)
T ,

F⃗v = (0, τxy, τyy, τyz, uτxy + vτyy + wτyz − qy, Jky)
T ,

G⃗v = (0, τxz, τyz, τzz, uτxz + vτyz + wτzz − qz, Jkz)
T ,

S⃗ =
(
0, 0, 0, 0, 0, Ẇk

)T
,
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где τ, q⃗ и J⃗k - тензоры вязких напряжений, тепловой поток и диффузионная скорость,
соответственно.

Давление и полная энергия определяются как:

p =
ρT

γ∞M2
∞

N∑
k=1

Yk

Wk

, Et =
ρ

γ∞M2
∞

N∑
k=1

Ykhk − p+
1

2
ρ(u2 + v2 + w2)

В системе уравнений (1) u, v, w, ρ, T представляют компонеты вектора скорости плот-
ности и температуры, соответственно. Yk, Wk и hk - это массовые доли, молекулярный
вес и удельная энтальпия k-ой компоненты, соответственно, где Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7

обозначают массовые доли H2, O2, H2O,OH,H,O,N2, соответственно. γ - это показатель
адиабаты, M - число Маха. Параметры с индексом 0 относятся к параметрам струи,
а с индексом ∞ к параметрам потока. Система уравнений (1) написана в безразмер-
ной форме. В качестве определяющих параметров приняты параметры потока на входе
(u∞, ρ∞, T∞). Характерным размером длины является диаметр круглого отверстия d.
Система уравнений (1) замыкается двухпараметрической k−ω моделью турбулентности
(?).

Как видно из системы (1), в правой части присутствует источниковый член Ẇk,
отвечающий за протекание химической реакции или горения.

Ẇk = Wk

nr∑
j=1

(
ν ′′
kj − ν ′

kj

)
ω̇j (2)

где ω̇j - скорость химической реакции:

ω̇j = fj

(
kf
j

ns∏
i=1

(
ρ
Yi

Wi

)ν′ij

− kb
j

ns∏
i=1

(
ρ
Yi

Wi

)ν′′ij
)

(3)

где fj, j = 6, 7 - влияние катализатора; ν ′
ij и ν ′′

ij - стехиометрические коэффициенты
прямой и обратной реакции, соответственно; ns, nr - число компонент и число реакции,
соответственно.

Начальные и граничные условия задаются в следующем виде. На входе задаются
параметры потока. В струе задаются параметры вдуваемого газа. На нижней стенке
задаются условия прилипания и теплоизоляции. На верхней стенке задается условие
симметрии, а на боковых стенках мягкие граничные условия. На выходной границе
задается условие неотражения (Poinsot., 1992).

3.2 Модель окисления водорода

Химические реакции моделируются с использованием семистадийного механизма Джа-
чимовского с семью компонентами (таблица 1). В зависимости от скорости химических
реакций были установлены три типа числа Дамкелера. Используется уравнение состо-
яния совершенного газа для многокомпонентной смеси. Термодинамические свойства
потока (удельная теплоемкость при постоянном давлении, энтальпия и энтропия) вы-
числяются согласно полиномиальной зависимости четвертого порядка по температуре.
Температура вычисляется с помощью итерационной формулы Ньютона-Рафсона.
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Таблица 1 – Химическая модель окисления водорода

№ Реакция А βj Ta

1 H2 +O2 → OH +OH 0.170× 1014 0.0 24233

2 H +O2 → OH +O 0.142× 1015 0.0 8254

3 OH +H2 → H2O +H 0.316× 108 1.8 1525

4 O +H2 → OH +H 0.207× 1015 0.0 6920

5 OH +OH → H2O +O 0.550× 1014 0.0 3523

6 H +OH → H2O +M 0.221× 1023 −2.0 0.0

7 H +H → H2 +M 0.653× 1018 −1.0 0.0

Коэффициенты скоростей прямых реакций (kf
j , j = 1, 7) определяются Аррениусовы-

ми зависимостями: kf
j = AjT

βjexp
(
− Ej

RT

)
, а коэффициенты скоростей обратных реакций

определяются из принципа детального равновесия: kb
j =

kfj
kcj (T )

, где kc
j(T ) - коэффици-

ент равновесия, определяемый с использованием энергии Гиббса для каждой реакции:
∆G0

j =
∆Hj

T
− ∆Sj. Исходя из этого: kc

j =
(

1
RT

)∆νj exp
(
−∆G0

j

RT

)
. Здесь ∆Hj,∆Sj - это

молярная энтальпия и энтропия j-ой реакции, соответственно и определяются по фор-
мулам: ∆Hj =

∑ns
i=1

(
ν ′′
ij − ν ′

ij

)
Hi, ∆Sj =

∑ns
i=1

(
ν ′′
ij − ν ′

ij

)
Si. Где Hi, Si - это молярная

энтальпия и энтропия i-ой компоненты, соответственно. Данные параметры вычисля-
ются по эмпирической зависимости от темперетуры:

Hk

T
=

5∑
i=1

akiT
i−1

i
+

ak6
T

Sk = ak1 lnT +
5∑

i=2

akiT
i−1

i− 1
+ ak7,

где эмпирические константы aki приняты согласно таблице JANAF (McBride B.J., 1993).

3.3 Метод решения

Метод решения основан на следующей схеме расщепления по физическим процессам.
Для более детального моделирования турбулентного пограничного слоя, процесса сме-
шения и горения используется сгущение расчетной сетки вблизи стенки и на уровне
вдува струи. На первом этапе для системы (1) с нулевой правой частью была примене-
на существенно неосциллирующая ENO-схема 3-го порядка точности (Moisseyeva., 2014),
где значения массовых концентраций Yk вычисляются на промежуточном временом слое
Y ∗
k . На втором этапе решается матричное уравнение кинетических членов, где массовые

концентрации Yk вычисляются на новом временом слое Y n+1
k .

∆ρYk

∆t
= Ẇk, (4)

где источниковый член Ẇk
n+1

аппроксимируется со следующим весовым коэффициен-
том λ:

Ẇk
n+1

= (1− λ)Ẇk
n
+ λẆk

n+1
(5)

Рассматриваются три характеристических значения λ:
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1. если λ = 0, метод является явным, т.е. значения Ẇk на временном слое n+ 1
зависят только от значений Ẇk с предыдущего временного слоя n;

2. если λ = 1/2, метод называется центрированным или неявным методом Кранка-
Никольсона, т.е. значения Ẇk на временном слое n+ 1 зависят от значений Ẇk с
предыдущего временного слоя n и нового временного слоя n+ 1 в равной доле;

3. если λ = 1, метод получается полностью неявным, который является устойчивым.

Такой метод раздельного решения части газодинамики и химической кинетики позво-
ляет избежать трех проблем:

1. жесткость, получающаяся при численном решении системы (1).

2. разряженность матрицы, получающаяся при численном решении системы (1);

3. сложность отладки кода.

Система уравнений (4) является нелинейной относительно источникового члена (2). Су-
ществуют три способа линеаризации системы (4). Одним из способов линеаризации,
использованный в данной работе, это разложение в ряд Тейлора. Поскольку из формул
(2) и (3) видно, что источниковый член является функцией от ρ, Yk, T , его разложение
в ряд Тейлора, если отбросить члены второго порядка и выше, пренебрежимо малые
на всем протяжении шага по времени: Ẇk

n+1
= Ẇk

n
+ ∂Ẇk

∂Ym
∆Ym + ∂Ẇk

∂T
∆T + ∂Ẇk

∂ρ
∆ρ, где

∆Ym = Y n+1
m − Y n

m, ∆T = T n+1 − T n, ∆ρ = ρn+1 − ρn.
Далее, если полученную линеаризацию подставить в (5), то получаем:

Ẇk
n+1

= Ẇk
n
+ λ

(
∂Ẇk

∂Ym

∆Ym +
∂Ẇk

∂T
∆T +

∂Ẇk

∂ρ
∆ρ

)

Для сохранения высокого порядка точности значение λ было выбрано равным 1/2, таким
образом был использован неявный метод Кранка-Никольсона.

4 Результаты и обсуждение

Численное изучение горения водорода, перпендикулярно впрыскиваемого в канал в
пространстве с геометрическими параметрами: длина канала – 20 калибров, шири-
на – 15 калибров, высота – 10 калибров, диаметр сопла – 1 калибр, центр сопла на-
ходится на расстоянии 10 калибров от входного участка. Струя водорода вдувается
из нижней стенки канала. Параметры струи и потока соответствуют эксперименту
(Rogers., 1971): M0 = 1, T0 = 1000K и M∞ = 4, T∞ = 1000K, n = 15.61 – пара-
метр нерасчетности. Расчетная сетка составляет 161 × 101 × 101 узлов. В начальный
состав воздушного потока входит: Y (H2) = 0, Y (O2) = 0.2, Y (N2) = 0.8, в струе:
Y (H2) = 1.0, Y (O2) = 0, Y (N2) = 0.

На рисунке 2a представлено распределение давления в плоскости симметрии, нор-
мальной к оси у. Вследствие торможения потока перед струей повышается давление и
возникает головной (основной) скачок уплотнения (отмечен цифрой 1 на рисунке 2а).
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Далее, как следует из графика, вверх по течению от него отходит косой скачок уплотне-
ния 2, за которым наблюдается зона сверхзвукового течения. Последующее торможение
потока сопровождается повышением давления и появлением ударной волны – замыка-
ющего скачка уплотнения 3, параллельного оси струи. Также на рисунке видно, что
вследствие пересечения ударных волн, а именно головной 1, косой 2 и замыкающей 3,
образуется сложная λ-образная структура волн. В передней застойной зоне давление
понижается ввиду наибольшей скорости возвратного течения. Затем наблюдается рост
давления с максимумом (pmax = 0.398) в области, лежащей за точкой пересечения удар-
ных волн 1, 2 и 3, а именно за замыкающим скачком. Давление за струей существенно
ниже, чем перед ней, что свидетельствует о наличии зоны разрежения. В результате вду-
ва недорасширенной струи в поток давление в струе стремится выровняться с давлением
окружающей среды, вследствие чего происходит расширение струи и образуются волны
разрежения, которые движутся к границам струи. Семейство отраженных от границы
струи волн разрежения формирует висячий скачок 4, замыкающийся диском Маха 5.

а б

Рисунок 2 – Изобары (а) и поле температуры (б) в плоскости симметрии xz

Поле температуры представлено на рисунке 2б. Резкое изменение температуры про-
исходит на скачках уплотнения, значения температуры превышают начальную темпе-
ратуру струи и потока (безразмерные T∞ = 1, T0 = 1.3). Из рисунка 2б следует, что
максимальная температура концентрируется в области образования λ-образной ударно-
волновой структуры, в пограничном слое и вблизи нижней стенки у выходной границы.
В области пересечения струи с основным потоком безразмерная температура равна 2.1
(2100 К) при начальной максимальной температуре 1000 К, т.е. наблюдается повышение
в два раза.

Образование прямого скачка 5 и излом висячего скачка 4 также демонстрируют изо-
линии числа Маха (рисунок 3a). Из графика также видно, что в области за струей
значения числа Маха понижаются, что свидетельствует о возникновении области тор-
можения вследствие существования зоны разрежения. Из детальной картины в области
вдува (рисунок 3б) видно, что струя, вдуваясь со звуковой скоростью, ускоряется и на
некотором расстоянии становится существенно сверхзвуковой. Затем граница образовав-
шейся сверхзвуковой зоны замыкается, очерчивая круг, который соответствует «бочке»,
разделяющей сверхзвуковую и дозвуковую зоны. Далее за диском Маха 5 течение за-
медляется и становится дозвуковым, после чего течение в струе вновь ускоряется до
скорости основного потока.

В зоне перед струей формируются два противоположно вращающихся вихря (V1, V2),
образующие линию растекания R1 (Рисунок 4а). Здесь линия стекания S1 соответствует

Вестник. Серия математика, механика, информатика №4(96)2017



72 Матаев К.Т., Моисеева Е.С.

а б

а)общая картина, б)детальная картина в области вдува

Рисунок 3 – Изомахи в плоскости симметрии xz

а б

Рисунок 4 – Изомахи и проекции линий тока в плоскости симметрии xz (а), проекции
линий тока в плоскости yz в сечении x = 12.19 (б)

линии отрыва пограничного слоя перед струей, вызванного косым скачком уплотнения
2. Первый вихрь V1 формируется вследствие отрыва пограничного слоя перед струей.
Взаимодействие расширяющейся струи и замыкающего скачка уплотнения приводит к
появлению второго вихря V2. На рисунке 4б представлена картина проекции линий тока
в плоскости yz. Симметричная вихревая пара V4 формируется перед струей и генери-
руется вихрем V2. Численные эксперименты показывают, что после окончания бочкооб-
разной структуры за струей вихри V4 с центрами вращения в слое смешения струи и
потока смещаются к плоскости симметрии и увеличиваются в размерах по мере их сноса
вниз по потоку, и происходит существенная интенсификация этих вихрей. Вихрь V4 на-
блюдается до конца расчетной области. Вихри V5 являются следствием смещения осей
вращения симметричной пары вихрей, которые сформировались в результате огибания
струи потоком и поворота потока в направлении к плоскости симметрии. Поскольку
за струей (рисунок 2а) образуется область пониженного давления, туда и устремляется
натекающий поток, частично поворачивая обратно к соплу и растекаясь в разных на-
правлениях, что и приводит к возникновению симметричной пары вихрей - вихревого
следа V5. Формирование вихря V6 обусловлено взаимодействием натекающего потока у
основания диска Маха и восходящего потока за струей.

Влияние вихревой системы перед струей на процесс смешения струи и потока де-
монстрирует картина распространения массовых концентраций водорода в плоскости
симметрии, нормальной к оси у (рисунок 5а). Рисунок 5б представляет распределение
массовой концентрации продукта сгорания, а именно паров воды в плоскости симметрии

ISSN 1563–0285 Journal of Mathematics, Mechanics, Computer Science №4(96)2017



Численное решение и анализ пространственного сверхзвукового . . . 73

XZ. Так, из графиков видно, что часть водорода, в области перед струей захватывается
подковообразными вихрями V1 − V2 и распределяется вверх по потоку вплоть до линии
стекания S1.

Из сравнения рисунка 2б (температура), можно заключить следующее. Протекание
химических реакций окисления водорода описывается за счет аррениусовой зависимо-
сти скорости реакций от температуры. Повышение температуры за ударными волнами
способствует быстрому горению. В свою очередь, горение водорода, вызвав интенсив-
ное тепловыделение, приводит к росту температуры в зонах горения. Начало увеличе-
ния концентрации паров воды и достижение максимального ее значения за ударными
волнами оказывают заметное влияние на горение.

а б

Рисунок 5 – Распространение массовой концентрации водорода (а) и паров воды (б) в
плоскости симметрии xz

На рисунке 6 представлена картина распредения массовых концентраций водорода
и паров воды в плоскостях yz в сечении перед струей (а, б), сразу за струей (в, г) и вниз
по потоку (д, е).

На передней кромке сопла (x = 9.08) струя начинает расширяться. На задней кромке
сопла (x = 10.75) область смешения увеличивается вследствие увеличения подковооб-
разных вихрей V4. Последующее накопление водорода и паров воды вниз по потоку мож-
но увидеть на рисунках 6д-е (x = 17.04). Из графиков видно, что с удалением от вдува
вниз по потоку ядро максимальных концентраций уменьшается, но область смешения
расширяется. Из сравнения рисунка 4б с рисунком 6 в следует, что водород в основном
скапливается в области вихрей V4, что является дополнительным подтверждением того,
что вихри V4 локализованы в слое смешения. Здесь также можно увидеть уменьшение
концентрации водорода в контрасте с увеличением концентрации паров воды за счет
горения.Перед струей в зоне максимальных температур (рисунок 6б) и вниз по потоку
(рисунок 6г, е) происходит образование продуктов сгорания. При этом в нижней части
слоя смешения за струей наблюдается присутствие обширных дозвуковых зон (рисунок
3), что позволяет водородно-воздушной смеси гореть стабильно.

5 Заключение

Механизм окисления водорода носит цепной характер, что является следствием зарож-
дения в зоне смешения струи и основного потока активных центров – атомов и ради-
калов: H,O,OH. Дальнейшая диссоциация молекулярных компонентов смеси, а также
обменные реакции горения приводят к накоплению активных центров. Поскольку ре-
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а x = 9.08 б

в x = 10.75 г

д x = 17.04 е

Рисунок 6 – Распространение массовой концентрации водорода (а, в, д) и паров воды (б,
г, е) в плоскостях yz

акции инициирования и обменные реакции эндотермичны, то эта стадия окисления во-
дорода проходит без значительного выделения тепла, что говорит о наличии периода
индукции, характеризующегося постоянством температуры гомогенной смеси.
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