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Îá îïåðàòîðå Ðè÷÷è óíèìîäóëÿðíûõ ðàçðåøèìûõ ìåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè

Îïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñèãíàòóðû îïåðàòîðà Ðè÷÷è èíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ

ìåòðèê íà çàäàííîì îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ â òåîðèè

îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ðàçíûìè èññëåäîâàòåëÿìè â äàííîé îáëàñòè ïîëó÷åí

ðÿä ðåçóëüòàòîâ, íàèáîëåå èíòåðåñíûå èç êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ ê ëåâî- èíâàðèàíòíûì ðèìà-

íîâûì ìåòðèêàì íà ãðóïïàõ Ëè. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî îòîæäåñòâëÿòü ëåâî-èíâàðèàíòíûå

âåêòîðíûå ïîëÿ íà çàäàííîé ãðóïïå Ëè ñ ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû. Òàêîé ïîäõîä

ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó è ïîëó÷èòü åå ðåøåíèå â òåðìèíàõ ìåò-

ðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð Ðè÷÷è óíèìîäóëÿðíîé

ðàçðåøèìîé ìåòðè÷åñêîé àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè 7, èìåþùåé äâóõñòóïåííî íèëüïîòåíòíóþ

ïðîèçâîäíóþ àëãåáðó Ëè L3 ⊕ 3L1, èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð Ðè÷÷è, óíèìîäóëÿðíûå ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè, äâóõñòóïåííî

íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè, ìåòðè÷åñêèå àëãåáðû Ëè.

N.A. Abiev

On the Ricci operator of unimodular solvable metric Lie algebras

Finding the possible values of the signature of the Ricci operator of invariant Riemannian metrics

on a given homogeneous space is one of important problems of homogeneous Riemannian manifolds.

Di�erent researchers in this area obtained a number of results the most interesting of which are

connected with left-invariant Riemannian metrics on Lie groups. In this case it is convenient to

identify left-invariant vector �elds on a given Lie group with elements of the Lie algebra of this

group. This approach makes it possible to reformulate the problem and obtain its solution in

terms of metric Lie algebras. In this paper we prove that the Ricci operator of a 7-dimensional

unimodular solvable metric Lie algebras with two-step nilpotent derived Lie algebras L3⊕3L1 has

at least two negative eigenvalues.

Key words: the Ricci operator, unimodular solvable Lie algebras, two-step nilpotent Lie algebras,

metric Lie algebras.
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Óíèìîäóëÿð øåøiëiìäi ìåòðèêàëû© Ëè àëãåáðàëàðûíû Ðè÷÷è îïåðàòîðû

Áåðiëãåí áiðòåêòi êåiñòiêòåãi èíâàðèàíòòû ðèìàíäû© ìåòðèêàíû Ðè÷÷è îïåðàòîðûíû ñèã-

íàòóðàñûíû ì³ìêií áîëàòûí ìºíäåðií àíû©òàó áiðòåêòi ðèìàíäû© ê°ïáåéíåëåð òåîðèÿ-

ñûíû ìàûçäû ìºñåëåëåðiíi áiði áîëûï òàáûëàäû. Á´ë áà¡ûòòà ºð ò³ðëi çåðòòåóøiëåð

òàðàïûíàí áið©àòàð íºòèæåëåð àëûí¡àí, á´ëàðäû àñà ìàûçäûëàðû Ëè ãðóïïàëàðûí-

äà¡û ñîë-èíâàðèàíòòû ìåòðèêàëàð¡à òèåñiëi. Îñûíäàé æà¡äàéäà áåðiëãåí Ëè ãðóïïàñûíû

ñîë-èíâàðèàíòòû âåêòîðëû© °ðiñòåðií îñû ãðóïïàíû Ëè àëãåáðàñû ýëåìåíòòåðiìåí ïàðà-

ïàðëàíäûðó û¡àéëû. Ì´íäàé òºñië ©îéûë¡àí åñåïòií øåøiìií ìåòðèêàëû© Ëè àëãåáðàëà-

ðû òåðìèíäåðiíäå øåøóãå ì³ìêiíäiê àøàäû. Ìà©àëàäà òóûíäûñû åêi ñàòûëû íèëüïîòåíòòi

L3 ⊕ 3L1 Ëè àëãåáðàñû áîëàòûí 7 °ëøåìäi óíèìîäóëÿð øåøiëiìäi ìåòðèêàëû© Ëè àëãåáðà-

ñûíû Ðè÷÷è îïåðàòîðûíû å êåìiíäå åêi òåðiñ ìåíøiêòi ìºíi áîëàòûíû äºëåëäåíãåí.

Ò³éií ñ°çäåð: Ðè÷÷è îïåðàòîðû, óíèìîäóëÿð øåøiëiìäi Ëè àëãåáðàëàðû, åêi ñàòûëû íèëü-

ïîòåíòòi Ëè àëãåáðàëàðû, ìåòðèêàëû© Ëè àëãåáðàëàðû.
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Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñèãíàòóðû îïåðàòîðà Ðè÷÷è èíâàðèàíòíûõ ðè-
ìàíîâûõ ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ â òåîðèè îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Îòîæäåñòâëåíèå ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà çàäàííîé ãðóïïå Ëè ñ ýëåìåí-
òàìè àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû â åå åäèíè÷íîì ýëåìåíòå ïîçâîëÿåò ðåøàòü òàêóþ çàäà÷ó,
èñïîëüçóÿ óäîáíûé àïïàðàò ìåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè. Ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè
ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Äæ. Ìèëíîðà [13], ïîñâÿùåííàÿ ñëó÷àþ, êîãäà ðàçìåðíîñòü ìåòðè÷å-
ñêîé àëãåáðû Ëè íå ïðåâûøàåò 3. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè 4
âïåðâûå ðåøåíà â ðàáîòàõ À.Ã. Êðåìëåâà è Þ.Ã. Íèêîíîðîâà [4], [5]. Â ðàáîòå [5], â
÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ïðîèçâîëüíîé íåóíèìîäóëÿðíîé ðàçðåøèìîé
àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè ≤ 4 èìååò íå ìåíåå 2 îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, è
áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò îïåðàòîð Ðè÷÷è ïðî-
èçâîëüíîé íåóíèìîäóëÿðíîé ðàçðåøèìîé ìåòðè÷åñêîé àëãåáðû Ëè.

Â êëàññå íåóíèìîäóëÿðíûõ ðàçðåøèìûõ ìåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè äàííàÿ ãèïîòåçà
íàøëà ïîäòâåðæäåíèå â ðÿäå ðàáîò: â ðàáîòå Ì.Ñ. ×åáàðûêîâà [9], êîãäà ðàçìåðíîñòü
ïðîèçâîäíîé àëãåáðû íå ïðåâûøàåò 5; â ðàáîòå Þ.Ã. Íèêîíîðîâà è Ì.Ñ. ×åáàðûêîâà [8],
êîãäà àëãåáðà Ëè âïîëíå ðàçðåøèìà; â ðàáîòå [5], êîãäà ïðîèçâîäíàÿ àëãåáðà êîììóòà-
òèâíà; â ðàáîòå Í.À. Àáèåâà [1], êîãäà ïðîèçâîäíàÿ àëãåáðà äâóõñòóïåííî íèëüïîòåíòíà
è èìååò ðàçìåðíîñòü 6.

Ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãèïîòåçû â êëàññå óíèìîäó-
ëÿðíûõ ðàçðåøèìûõ ìåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [1], [7] è [8], ìîæíî
äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñïðàâåäëèâîå â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ðàçðåøèìûõ àë-
ãåáð Ëè â íåçàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ óíèìîäóëÿðíîñòè èëè íåóíèìîäóëÿðíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 1 Åñëè ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè s óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì dim(s) = 7
è n := [s, s] = L3 ⊕ 3L1, ãäå L3 � òðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà, à L1 � îäíîìåðíàÿ
àëãåáðà Ëè, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Q íà s îïåðàòîð Ðè÷÷è
Ric ìåòðè÷åñêîé àëãåáðû Ëè (s, Q) èìååò íå ìåíåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íåäàâíåé ðàáîòå Þ.Ã. Íèêîíîðîâà [14] ïîëó÷åíû íàèáîëåå îá-
ùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàçðåøèìûõ ìåòðè÷åñêèõ àëãåáð Ëè ïðîèçâîëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü íà ðàçðåøèìîé àëãåáðå Ëè s çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Q.
Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêèå àëãåáðû Ëè (s, Q) è (n, Q|n), ãäå n := [s, s] � ïðîèçâîäíàÿ àëãåá-
ðà àëãåáðû Ëè s. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ dim(s) = 7, dim(n) = 6 ïðèâåäåì èçâåñòíûå
ôàêòû èç ðàáîò [7] è [8], ñîõðàíÿÿ ïðèíÿòûå â íèõ àâòîðñêèå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç M ′

áóäåì îáîçíà÷àòü òðàíñïîíèðîâàííóþ äëÿ M ìàòðèöó. Ïóñòü b � îäíîìåðíîå îðòîãî-
íàëüíîå äîïîëíåíèå ê n â s îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Q. Ïóñòü âåêòîðû
{ei}, 1 ≤ i ≤ 6, îáðàçóþò Q-îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â n. Ýòîò áàçèñ âñåãäà ìîæ-
íî äîïîëíèòü äî Q-îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {e1, . . . , e6, f} àëãåáðû Ëè s òàê, ÷òîáû
äëÿ t := trace(ad(f)) âûïîëíÿëîñü îäíî èç àëüòåðíàòèâíûõ óñëîâèé: t > 0 â ñëó÷àå
íåóíèìîäóëÿðíîñòè s èëè t = 0 â ñëó÷àå óíèìîäóëÿðíîñòè s. Cîãëàñíî [8] â ñëó÷àå
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íåóíèìîäóëÿðíîcòè s â êà÷åñòâå òàêîãî âåêòîðà f âûáèðàþò âåêòîð f := H
∥H∥

, ãäå âåê-

òîð H ∈ s îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ Q(H,X) = trace(ad(X)) äëÿ âñåõ X ∈ s. Òîãäà
t = trace(ad(f)) = ∥H∥ > 0. Â ñëó÷àå óíèìîäóëÿðíîñòè s â êà÷åñòâå f áåðåòñÿ ïðîèç-
âîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð èç b. Â ýòîì ñëó÷àå t = trace(ad(f)) = 0 ïî îïðåäåëåíèþ
óíèìîäóëÿðíîñòè. Èçâåñòíî [7], ÷òî ad(f)|n ∈ Der(n), ãäå Der(n) � àëãåáðà Ëè âñåõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû Ëè n. Êàê âûòåêàåò èç [8], â áàçèñå {e1, . . . , e6, f} äëÿ îïå-
ðàòîðîâ ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ad(f) è ad(ei) èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

ad(f) =

(

A 0
0 0

)

, ad(ei) =

(

Di Ci

0 0

)

,

ãäå A � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 6×6, Di = ad(ei)|n â áàçèñå {e1, . . . , e6}, Ci � i�é
ñòîëáåö ìàòðèöû A, âçÿòûé ñî çíàêîì ìèíóñ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 èç [7] è ïðåäëîæåíèþ
4 èç [8] â áàçèñå {e1, . . . , e6, f} ìàòðèöà îïåðàòîðà Ðè÷÷è ðàçðåøèìîé (íåóíèìîäóëÿðíîé
èëè óíèìîäóëÿðíîé) àëãåáðû Ëè (s, Q) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ric =

(

R1 R2

R′
2

−r

)

,

ãäå

R1 := Ricn+
1

2
[A,A′]− tAs, R2 := −

1

2

6
∑

i=1

D′
iCi, r := trace(AsAs) ≥ 0, (1)

Ricn � ìàòðèöà îïåðàòîðà Ðè÷÷è ìåòðè÷åñêîé àëãåáðû Ëè n â áàçèñå {e1, . . . , e6},
[A,A′] = AA′ − A′A, As = 1

2
(A′ + A), t = trace(A).

Äëÿ íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû Ëè n îïåðàòîð Ricn íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå [2, 3]:

Ricn = −
1

2

6
∑

i=1

D′
iDi +

1

4

6
∑

i=1

DiD
′
i. (2)

Ïðèâîäèì èçâåñòíîå èç ðàáîòû [8] äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå ñóùåñòâîâà-
íèå íå ìåíåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ric: Êàê èçâåñòíî
èç êëàññèôèêàöèè, ïðåäëîæåííîé Â.Â. Ìîðîçîâûì [6] (ñì. òàêæå [12] è [15]), ñðåäè øå-
ñòèìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ðîâíî cåìü àëãåáð ÿâëÿþòñÿ äâóõñòóïåííî íèëü-
ïîòåíòíûìè (â òàáëèöå 1 ïðèâîäèì ñïèñîê, ñîñòàâëåííûé â [1]). Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå
ñïåöèàëüíûå ñïèñêè äâóõ- è òðåõñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ìîæíî âñòðåòèòü
òàêæå â ðàáîòàõ [10] è [16]. Â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ [6],[12] è [15] ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç L1,
I è A1,1 îáîçíà÷åíà îäíîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ
äâóõñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, â ðàáîòå [11].

Ïðåäëîæåíèå 1 (Ïðåäëîæåíèå 6 èç [8]) Åñëè r > 0 è

trace(Ricn)− t2 +
1

r
trace(R2R

′
2
) < 0, (3)

òî îïåðàòîð Ric èìååò íå ìåíåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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Òàáëèöà 1

Àëãåáðà Ëè n â Êîììóòàöèîííûå n â n â

êëàññèôèêàöèè ñîîòíîøåíèÿ n îáîçíà÷-õ îáîçíà÷-õ

Â.Â.Ìîðîçîâà â êàíîíè÷åñêîì [15] [12]

áàçèñå

L3 ⊕ 3L1 [x1, x2] = x3 A3,1 ⊕ 3A1,1 L3,2 ⊕ 3I

L1

5
⊕ L1 [x1, x2] = x3, [x1, x4] = x5 A5,1 ⊕ A1,1 L5,8 ⊕ I

L4

5
⊕ L1 [x1, x3] = x5, [x2, x4] = x5 A5,4 ⊕ A1,1 L5,4 ⊕ I

L3 ⊕ L3 [x1, x2] = x3, [x4, x5] = x6 A3,1 ⊕ A3,1 L3,2 ⊕ L3,2

L4

6
[x1, x2] = x5, [x1, x3] = x6, A6,4 L6,22(0)

[x2, x4] = x6,

L5

6
(−1) [x1, x3] = x5, [x1, x4] = x6, A−1

6,5 L6,22(−1)

[x2, x4] = x5, [x2, x3] = −x6,

L3

6
[x1, x3] = x6, [x1, x2] = x4, A6,3 L6,26

[x2, x3] = x5,

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Äàëåå âñþäó ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà Ëè n = L3 ⊕ 3L1. Ïóñòü â àëãåáðå Ëè n

çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·). ×åðåç C(n) è a áóäåì îáîçíà÷àòü
öåíòð àëãåáðû Ëè n è (·, ·)-îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê C(n) â n ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü
A : n 7→ n � ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû Ëè n. Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà è
åãî ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â êàêîì-ëèáî áàçèñå n áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèíàêîâûå
îáîçíà÷åíèÿ.

Ëåììà 1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·) â àëãåáðå Ëè n = L3 ⊕ 3L1

âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîé (·, ·)-îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e1, . . . , e6}, ÷òî åäèí-
ñòâåííûì íåíóëåâûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì â n áóäåò [e5, e6] = ce1, ãäå
c > 0, à ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A àëãåáðû n áóäåò ïðåäñòàâëåí
ìàòðèöåé

























2λ a12 a13 a14 a15 a16

0 µ1 α β a25 a26

0 −α µ2 γ a35 a36

0 −β −γ µ3 a45 a46

0 0 0 0 λ a56

0 0 0 0 a65 λ

























, (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî [n, n] ⊂ C(n), dim
(

[n, n]
)

= 1, dim
(

C(n)
)

= 4 è dim(a) =
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2. Ïóñòü {e′
1
, . . . , e′

6
} � òàêîé (·, ·)-îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â n, êîòîðûé ïîñòðîåí ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: e′
1
âçÿò èç [n, n]; e′

2
, e′

3
, e′

4
� èç C(n); e′

5
, e′

6
� èç a. Â ñèëó òàêîãî ïî-

ñòðîåíèÿ áàçèñà, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî [e′
5
, e′

6
] = ce′

1
, ãäå c > 0.

Îñòàëüíûå êîììóòàòîðû â n ðàâíû íóëþ.
Ïóñòü â âûáðàííîì áàçèñå {e′

1
, . . . , e′

6
} ïðåäïîëàãàåìàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿA èìååò ýëåìåíòû a′ij. Òîãäà èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè ïðîèçâîäíîé
àëãåáðû è öåíòðà ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû Ëè îòíîñèòåëüíî ëþáîãî å¼ äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

a′i1 = 0, 2 ≤ i ≤ 6,

a′
5j = a′

6j = 0, 2 ≤ j ≤ 4.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ L =









a′
22

a′
23

a′
24

a′
32

a′
33

a′
34

a′
42

a′
43

a′
44









, M =

(

a′
55

a′
56

a′
65

a′
66

)

.

Ïóñòü Ψ � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 3 × 3, ïðèâîäÿùàÿ ñèììåòðè÷åñêóþ
ìàòðèöó 1

2
(L + L′) ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå diag(µ1, µ2, µ3), ãäå µi � íåêîòîðûå

âåùåñòâåííûå ÷èñëà (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óêàçàííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà 1

2
(L − L′)

ïåðåõîäèò ê íåêîòîðîé äðóãîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå 1

2
Ψ(L− L′)Ψ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ñ ïîìîùüþ Ψ îò îäíîé (·, ·)-îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû
{e′

2
, e′

3
, e′

4
} ê äðóãîé (·, ·)-îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {e2, e3, e4}, ìû äîáèâàåìñÿ ðàâåí-

ñòâà

ΨLΨ′ =









µ1 α β

−α µ2 γ

−β −γ µ3









,

ãäå α, β, γ � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöóM . Åñëè a′

55
̸= a′

66
, òî èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó

âèäà

Φ(ϕ) :=

(

cos(ϕ) sin(ϕ)

− sin(ϕ) cos(ϕ)

)

, ϕ ∈ R,

âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â 2× 2-ìàòðèöå ΦMΦ′ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñîâ-
ïàäàëè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè a′

55
̸= a′

66
óðàâíåíèå

(a′
55
− a′

66
) cos(2ϕ) + (a′

56
+ a′

65
) sin(2ϕ) = 0

èìååò êîðåíü ϕ0 = arcctg
(

(a′
56
+ a′

65
)/(a′

66
− a′

55
)
)

/2. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü ϕ0 = 0, åñëè
a′
55

= a′
66
.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî A
(

[e′
5
, e′

6
]
)

= [Ae′
5
, e′

6
] + [e′

5
, Ae′

6
] ýêâèâàëåíòíî a′

11
= a′

55
+

a′
66
. Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâîì (·, ·)-îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e5, e6} àëãåáðû Ëè a,

ïîëó÷àåìîì îò {e′
5
, e′

6
} ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà Φ(ϕ0), äëÿ ýëåìåíòîâ ΦMΦ′

èìååì ñëåäóþùåå: a55 = a66 := λ, a11 = 2λ.
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Èñêîìûé (·, ·)-îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e1, . . . , e6} àëãåáðû Ëè n, â êîòîðîì îïå-
ðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A áóäåò èìåòü ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå òðåáóåìîãî âèäà (4),
òåïåðü ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí îò ñòàðîãî (·, ·)-îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {e′

1
, . . . , e′

6
}

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ïåðåõîäà: diag(1,Ψ,Φ(ϕ0)).
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íîâîì áàçèñå {e1, . . . , e6} êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àë-

ãåáðû Ëè n áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê e1 = e′
1
, òî [e5, e6] = [e′

5
cos(ϕ) +

e′
6
sin(ϕ),−e′

5
sin(ϕ) + e′

6
cos(ϕ)] = [e′

5
, e′

6
] = ce1 íåçàâèñèìî îò ϕ. Ðàâåíñòâî íóëþ îñòàëü-

íûõ êîììóòàòîðîâ â íîâîì áàçèñå î÷åâèäíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïðèñòóïàåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1. Ñîãëàñíî ëåììå 1, íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â n = L3⊕3L1 âûáðàí Q-îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
{e1, . . . , e6}, â êîòîðîì ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ A àëãåáðû Ëè n

ïðåäñòàâëÿåòñÿ è îòîæäåñòâëÿåòñÿ 6× 6-ìàòðèöåé âèäà (4).
Êàê èçâåñòíî, îïåðàòîð ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ad(ei) â âûáðàííîì áàçèñå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ 6 × 6-ìàòðèöåé, â êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè k-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò
ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà ckij ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû Ëè. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå 1
àëãåáðà Ëè n îáëàäàåò åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê áàçèñíûõ âåêòîðîâ)
íåíóëåâûì êîììóòàòîðîì [e5, e6] = ce1, c > 0, òî, î÷åâèäíî, ÷òî ad(ei) = 0 ïðè 1 ≤ i ≤ 4.
Êàæäàÿ èç ìàòðèö ad(e5) è ad(e6) ñîäåðæèò ïî åäèíñòâåííîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó
(

ad(e5)
)

16
= c è

(

ad(e6)
)

15
= −c ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (1) è (2)

ïîêàçûâàþò, ÷òî

2R2 = (0, 0, 0, 0,−ca16, ca15)
′,

t = µ1 + µ2 + µ3 + 4λ,

2r =
6
∑

j=2

a2
1j +

4
∑

i=2

(a2i5 + a2i6) + (a56 + a65)
2 + 2

3
∑

i=1

µ2

i + 12λ2 ≥ 0, (5)

Ricn =
1

2
diag

(

c2, 0, 0, 0,−c2,−c2
)

.

Ñëó÷àé 1. r = 0. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî A � êîñîñèììåòðè÷íà è èìååò âèä:

A =

























0 0 0 0 0 0

0 0 α β 0 0

0 −α 0 γ 0 0

0 −β −γ 0 0 0

0 0 0 0 0 a56

0 0 0 0 −a56 0

























.

Òàê êàê t = 0, òî àëãåáðà Ëè s � óíèìîäóëÿðíà. Ïî ôîðìóëå (1) â ñèëó î÷åâèäíîãî
ðàâåíñòâà [A,A′] = 0, âûòåêàþùåãî èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè A, ïîëó÷àåì, ÷òî R1 =
Ricn. Î÷åâèäíî òàêæå ðàâåíñòâî R2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
îïåðàòîð Ðè÷÷è Ric àëãåáðû Ëè s èìååò î÷åíü ïðîñòóþ (äèàãîíàëüíóþ) ñòðóêòóðó:
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Ric =

(

Ricn 0

0 0

)

. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ric: λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0,

λ5 =
1

2
c2, λ6 = λ7 = −1

2
c2.

Ñëó÷àé 2. r > 0. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (3) ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùå-
ìó âèäó:

c2
(

2r − (a2
15
+ a2

16
)
)

+ 4rt2 > 0. (6)

Äàëåå öåëåñîîáðàçíî îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ìåñòî
â ôîðìóëå (5).

Ñëó÷àé 2.1. Ïóñòü r > 0 â ñèëó òîãî, ÷òî ñðåäè a1i, ai5, ai6, a56 + a65, λ, µ1, µ2,
µ3, ãäå 2 ≤ i ≤ 4, ñóùåñòâóåò õîòÿ-áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òîãäà 2r − (a2

15
+

a2
16
) > 0, è, êàê âèäíî èç (6), âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1 íåçàâèñèìî îò

çíà÷åíèé t ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 îïåðàòîð Ðè÷÷è Ric àëãåáðû
Ëè s äîëæåí èìåòü íå ìåíåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â íåçàâèñèìîñòè
îò íåóíèìîäóëÿðíîñòè èëè óíèìîäóëÿðíîñòè s.

Ñëó÷àé 2.1. Ïóñòü r > 0 òîëüêî çà ñ÷åò ñëàãàåìîãî a2
15

+ a2
16

̸= 0, à îñòàëüíûå ñëà-
ãàåìûå â (5) ðàâíû íóëþ: 2r = a2

15
+ a2

16
. Òàê êàê t = 0, òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

(6) ðàâíÿåòñÿ íóëþ, äðóãèìè ñëîâàìè, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (3) ïðåäëîæåíèÿ 1 íå âû-
ïîëíåíî. Òåì íå ìåíåå, êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ, è â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è
Ric óíèìîäóëÿðíîé àëãåáðû Ëè s èìååò äâà îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

Ric =
1

2





























c2 + a2
15
+ a2

16
0 0 0 a16a56 −a15a56 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

a16a56 0 0 0 −c2 − a2
15

−a15a16 −ca16

−a15a56 0 0 0 −a15a16 −c2 − a2
16

ca15

0 0 0 0 −ca16 ca15 −a2
15
− a2

16





























.

Â ýòîé ìàòðèöå ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìå-
ðàìè 5 è 6, îáðàçóþò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ 2 × 2-ïîäìàòðèöó. Â òàêîì ñëó÷àå
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3 è ñëåäñòâèþ 2 èç [4] îïåðàòîð Ric äîëæåí èìåòü íå ìåíåå äâóõ
îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1 Ïîñêîëüêó äëÿ n = L3⊕3L1 íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïóíêòîâ 1 è 2 òåî-
ðåìû 1 èç [14], òî äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 ìîæíî áûëî áû íåïîñðåäñòâåííî
ïîëó÷èòü èç ýòîé òåîðåìû â âèäå ñëåäñòâèÿ. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì [14]
àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ áóäóò èìåòü ìåñòî äëÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è âñÿêîé ðàçðåøè-
ìîé ìåòðè÷åñêîé àëãåáðû Ëè, èìåþùåé ïðîèçâîäíóþ àëãåáðó èç òàáëèöû 1.

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà �3(82) 2014
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