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В серии работ Судоплатова С.В. изучались топологические свойства семейств теорий.
Им были введены понятия Р-оператора и Е-оператора, позволяющие изучать связи
между теориями относительно подходящих операторов замыкания. Эти операторы дают
возможность порождать новые теории посредством рассматриваемых семейств теорий,
а также находить в некоторых случаях минимальные или наименьшие порождающие
множества. Данное исследование было продолжено в совместных работах Кулпешова Б.Ш.
и Судоплатова С.В. для семейств упорядоченных теорий, в том числе и для семейств вполне
о-минимальных теорий. В настоящей статье исследуются E-комбинации счетного числа
счетно категоричных линейно упорядоченных структур чистого линейного порядка. Найден
критерий счетной категоричности E-комбинации счетного числа копий произвольного счетно
категоричного линейного порядка. В качестве следствия получено описание счетного спектра
такой комбинации.
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тапты. Бұл мақалада таза сызықтық реттiң сызықтық реттелген құрылымдардың
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1 Введение

Всюду в этой статье мы будем рассматривать линейно упорядоченные структуры, т.е.
структуры языка, содержащего бинарный символ <, который удовлетворяет аксиомам
линейного порядка. Линейно упорядоченные структуры в сигнатуре {<} (структуры
чистого линейного порядка) будем называть кратко линейными порядками.

ПустьMi — линейно упорядоченная структура сигнатуры {<}∪Σi для каждого i < ω,
где Σi не содержит выделенных констант. Будем обозначать через dcl<Mi

(∅) множество
элементов структуры Mi, являющихся ∅-определимыми отношением порядка <Mi

.
Будем говорить что M+ := ⟨

∪
i∈ωMi;<,Σ, E

2, cik⟩k<λi,i∈ω — линейно упорядоченная
непересекающаяся E-комбинация (или просто E-комбинация) структур Mi, если Σ :=
∪i∈ωΣi, {cik | k < λi} ⊆ dcl<Mi

(∅) для некоторого ординала λi; либо Ml < Mm, либо
Mm < Ml для любых l,m ∈ ω, и E — отношение эквивалентности, разбивающее M+ на
выпуклые классы, так что для любого a ∈M+ E(a,M+) =Mi для некоторого i < ω.

Таким образом, мы включаем в сигнатуру произвольной E-комбинации структур
Mi, i ∈ ω, все элементы, лежащие в dcl<Mi

(∅) для каждого i ∈ ω, т.е. если M1 и M2 —
изоморфные копии одной и той же структуры M , которая имеет λ элементов, лежащих
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в dcl<M(∅) для некоторого ординала λ, то в сигнатуру E-комбинации от структур M1 и
M2 будут включены 2λ элементов.

Здесь мы интересуемся вопросами сохранения тех или иных свойств первоначальных
структур в их E-комбинации. Например, если все Mi являются ℵ0-категоричными, то
при каких условиях элементарная теория произвольной E-комбинации этих структур
будет также ℵ0-категоричной? Возможно ослабление условия: когда такая комбинация
будет эренфойхтовой или когда она будет иметь максимальный счетный спектр?

2 Обзор литературы

В серии работ [1]– [7] изучались топологические свойства семейств теорий. Были
введены понятия P -оператора и E-оператора, позволяющие изучать связи между
теориями относительно подходящих операторов замыкания. Эти операторы дают
возможность порождать новые теории посредством рассматриваемых семейств теорий,
а также находить в некоторых случаях минимальные или наименьшие порождающие
множества.

Мы продолжили это исследование в работах [8]– [10] для семейств упорядоченных, в
частности, вполне о-минимальных теорий, рассматривая P -комбинации упорядоченных
структур.

Отметим, что в работе [12] также рассматривались комбинации структур в виде
их произведений. В работах [13]– [18] исследовались вполне о-минимальные теории.
Класс вполне о-минимальных теорий является подклассом класса слабо о-минимальных
теорий [19]. В работе [14] была подтверждена Гипотеза Воота для вполне о-минимальных
теорий, обобщающая результат Лауры Мейер, полученный для о-минимальных теорий
[20].

3 Результаты и обсуждение

Очевидно что если M — ℵ0-категоричная линейно упорядоченная структура с непустым
dcl<M(∅), и мы рассматриваем произвольную E-комбинацию ω-копий структуры M , то
согласно определению E-комбинации dclM+(∅) будет бесконечным, откуда получаем, что
Th(M+) не является ℵ0-категоричной. Также если мы рассматриваем счетное число
попарно неизоморфных ℵ0-категоричных линейных порядков Mi, i ∈ ω, то любая E-
комбинация этих структур будет заведомо не ℵ0-категоричной.

Пусть M — ℵ0-категоричный линейный порядок, a1, . . . , an ∈ M , n ≥ 1. Мы
говорим, что ā := ⟨a1, . . . , an⟩ образует конечный линейный порядок или F (n)-порядок,
если a1 < a2 < . . . < an, a1 не имеет непосредственного предшественника в M , an
не имеет непосредственного последователя в M , и ai+1 является непосредственным
последователем элемента ai для каждого 1 ≤ i ≤ n − 1. В силу ℵ0-категоричности
структуры M существует m < ω такой, что длина любого конечного порядка в M не
превышает m. Таким образом, M имеет в точности k различных конечных линейных
порядков, состоящих из n1, n2, . . . , nk элементов для некоторых k < ω и 1 ≤ n1 < n2 <
. . . < nk ≤ m.
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ℵ0-категоричные линейные порядки были классифицированы Ж. Розенштейном в
[11], где он конструировал их из конечных линейных порядков, использую только две
операции.

Если ⟨M1, <1⟩ и ⟨M2, <2⟩ — линейные порядки, то их конкатенацией, обозначаемой
через M1 +M2, называется линейный порядок ⟨M1 ∪M2, <⟩ такой, что

a < b⇔ ([a, b ∈M1 ∧ a <1 b] или [a, b ∈M2 ∧ a <2 b] или [a ∈M1 ∧ b ∈M2]).

Будем говорить, что ⟨Qn, <Qn , C
1
1 , . . . , C

1
n⟩ — Фраиссе генерический n-цветной

линейный порядок или счетный плотный линейный порядок с n взаимно плотными
цветами, если для любых различных x и y существуют z1, . . . , zn между x и y такие,
что выполняется Ci(zi) для каждого 1 ≤ i ≤ n.

Пусть ⟨M1, <1⟩, . . . , ⟨Mn, <n⟩ — произвольные линейные порядки. Для каждого q ∈
Qn мы определяем M(q) как копию линейного порядка ⟨Mi, <i⟩, если Qn |= Ci(q).
Тогда Qn-перемешиванием линейных порядков ⟨M1, <1⟩, . . . , ⟨Mn, <n⟩, обозначаемым
через Qn(M1, . . . ,Mn), называется линейный порядок ⟨

∪
q∈Qn

,M(q), <⟩ такой, что

a < b⇔ ([a, b ∈M(q) ∧ a <i b] или [a ∈M(q), b ∈M(p) ∧ q <Qn p]).

Qn-перемешивание в общем случае будем называть Q-перемешиванием.

Теорема 1 [11] ⟨M,<⟩ — ℵ0-категоричный линейный порядок тогда и только тогда,
когда ⟨M,<⟩ может быть построен из отдельных элементов с помощью конечного
числа конкатенаций или Q-перемешиваний.

Предложение 1 Пусть M — ℵ0-категоричный линейный порядок, M+ — линейно
упорядоченная непересекающаяся E-комбинация ω копий структуры M . Предположим
что dclM(∅) ̸= ∅. Тогда Th(M+) имеет 2ω счетных моделей.

Доказательство. Поскольку dclM(∅) ̸= ∅, то в силу ℵ0-категоричности структуры M
существует лишь конечное число c ∈ dclM(∅). Следовательно, каждый E-класс в M+

имеет собственное имя, т.е. он равен E(ci,M+) для некоторого ci ∈ dclM+(∅).
Случай 1. Существует бесконечная дискретно упорядоченная цепь {E(ci, x) | i < ω}

из E-классов в M+.
Не умаляя общности, предположим что эта цепь является возрастающей. Тогда мы

имеем две возможности:
(1) для любого a ∈M+ существует i < ω такой, что a < E(ci,M

+);
(2) существует c′ ∈ dclM+(∅) такой, что E(ci,M+) < E(c′,M+) для каждого i < ω.
Не умаляя общности, предположим первое. Тогда

p(x) := {∀y[E(ci, y) → y < x] | i ∈ ω}

определяет ∅-определимый 1-тип в M+.
Пусть ZE обозначает множество E-классов, упорядоченных по типу ω∗ + ω. Тогда

обозначим через F (k)ZE (ωZE и QZE) множество ZE-копий, упорядоченных по типу F (k)
(ω и Q соответственно). Тогда мы утверждаем что тип p(x) может быть реализован
следующим множеством:

F1(k1)
ZE +QZE + F2(k2)

ZE +QZE + . . .+ Fn(kn)
ZE +QZE
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для любых 0 ≤ n, ki ≤ ω, где для каждого 2 ≤ i ≤ n − 1 если ki ̸= 0, то ki ≥ 2; и если
ki = ω, то Fi(ki)

ZE ≡ ωZE, откуда получаем что Th(M+) имеет 2ω счетных моделей.
Случай 2. Не существует бесконечных дискретно упорядоченных цепей из E-классов

в M+.
Тогда существует n < ω такой, что M+ содержит F (n)-порядки из E-классов

и не существует F (m)-порядков из E-классов для любого m > n. Следовательно,
существуют n1 < ω с условием 1 ≤ n1 ≤ n и открытый интервал (a, b) в M+, на
котором эти F (n1)-порядки плотно упорядочены. Тогда мы возьмем произвольный E-
класс E(ci,M

+), содержащийся в (a, b) и являющийся последним элементом какого-
нибудь F (n1)-порядка, и рассмотрим следующее множество формул:

p(x) := {¬E(ci, x) ∧ ci < x} ∪ {∀y[E(cj, y) → x < y] | ci < cj ∧ ¬E(ci, cj)}.

Очевидно, что p(x) определяет ∅-определимый 1-тип в M+. В силу плотной
упорядоченности F (n1)-порядков в (a, b) мы имеем 2ω различных ∅-определимых 1-
типов, откуда Th(M+) не является малой, и следовательно, Th(M+) имеет 2ω счетных
моделей. �

Пример 1 Пусть M — ℵ0-категоричный линейный порядок, M+ — линейно
упорядоченная непересекающаяся E-комбинация ω копий структуры M . Предположим,
что мы имеем на M+ следующее упорядочение E-классов:

Q1(2) +Q1(3) +Q1(2) +Q1(3) + . . .+Q1(2) +Q1(3) + . . . ,

т.е. мы имеем счетное число конкатенаций S := Q1(2) +Q1(3).
Рассмотрим следующие формулы:

ϕl
2(x) := ∃yr[x < yr ∧ ∀t(x ≤ t ≤ yr → x = t ∨ t = yr)∧

∀u(yr < u→ ∃vr(yr < vr < u))] ∧ ∀yl(yl < x→ ∃vl[yl < vl < x]),

ϕr
2(x) := ∃yl[yl < x ∧ ∀t(yl ≤ t ≤ x→ yl = t ∨ t = x)∧

∀u(u < yl → ∃vl(u < vl < yl))] ∧ ∀yr(x < yr → ∃vr[x < vr < yr]).

Очевидно, что ϕl
2(x) означает ”x — левая точка дуплета”, а ϕr

2(x) означает ”x —
правая точка дуплета”. Тогда формула ϕ2(x) := ϕl

2(x)∨ϕr
2(x) означает что ”x — элемент

дуплета”. Аналогично мы можем определить ϕ3(x), которая будем означать, что ”x —
элемент триплета”.

Далее, следующая формула

ϕ21(x) := ϕ2(x) ∧ ∀y[y < x→ ϕ2(y)]

выделяет крайнюю левую копию линейного порядка Q1(2). Аналогично, формула

ϕ31(x) := ϕ3(x) ∧ ∧∀y[y < x→ ϕ21(y) ∨ ϕ3(y)]

выделяет самую левую копию линейного порядка Q1(3).
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Для каждого натурального k ≥ 2 рассмотрим следующие формулы:

ϕ2k(x) := ϕ2(x) ∧ ∧k−1
i=1¬ϕ2i(x) ∧ ∀y[y < x ∧ ¬ϕ2(y) → ∨k−1

j=1ϕ3j(y)],

ϕ3k(x) := ϕ3(x) ∧ ∧k−1
i=1¬ϕ3i(x) ∧ ∀y[y < x ∧ ¬ϕ3(y) → ∨k

j=1ϕ2j(y)].

Очевидно, что ϕ2k(x) выделяет k-тую копию линейного порядка Q1(2), а формула ϕ3k(x)
выделяет k-тую копию линейного порядка Q1(3) для каждого k ≥ 2.

Таким образом, существует бесконечное число неэквивалентных ∅-определимых
формул в M+/E. Поймем, что тогда существует бесконечное число неэквивалентных
∅-определимых формул в M+. Действительно, рассмотрим следующую формулу:

Φl
2(x) := ∃yr[x < yr ∧ ¬E(x, yr) ∧ ∀t(x ≤ t ≤ yr → E(x, t) ∨ E(t, yr))∧

∀u(yr < u ∧ ¬E(yr, u) → ∃vr(yr < vr < u ∧ ¬E(yr, vr) ∧ ¬E(vr, u)))]∧
∀yl(yl < x ∧ ¬E(yl, x) → ∃vl[yl < vl < x ∧ ¬E(yl, vl) ∧ ¬E(vl, x)]).

Формула Φl
2(x) выделяет элементы из M+, лежащие в левом E-классе дуплета из

E-классов. Аналогичным образом определяются формулы Φr
2(x), Φ2(x), Φ3(x), Φ2k(x),

Φ3k(x) для любого k ≥ 2, откуда получаем бесконечное число неэквивалентных ∅-опре-
делимых формул в M+, т.е. Th(M+) не является ℵ0-категоричной.

Мы также замечаем, что Th(M+) имеет 2ω счетных моделей. Действительно
рассмотрим следующее множество формул:

p(x) := {∀y[Φ2k(y) → y < x] | k < ω} ∪ {∀y[Φ3m(y) → y < x] | m < ω}

Очевидно, что p(x) определяет определимый 1-тип в M+.
Пусть ZE[S] обозначает множество S-копий (копий упорядочения E-классов),

упорядоченных по типу ω∗ + ω. Тогда обозначим через F (k)ZE[S] (ωZE[S] и QZE[S])
множество ZE[S]-копий, упорядоченных по типу F (k) (ω и Q соответственно). Тогда
мы утверждаем, что тип p(x) может быть реализован следующим множеством:

F1(k1)
ZE[S] +QZE[S] + F2(k2)

ZE[S] +QZE[S] + . . .+ Fn(kn)
ZE[S] +QZE[S]

для любых 0 ≤ n, ki ≤ ω, где для каждого 2 ≤ i ≤ n − 1 если ki ̸= 0, то ki ≥ 2; и если
ki = ω, то Fi(ki)

ZE[S] ≡ ωZE[S], откуда получаем что Th(M+) имеет 2ω счетных моделей.

Теорема 2 Пусть M — ℵ0-категоричный линейный порядок, M+ — линейно
упорядоченная непересекающаяся E-комбинация ω копий структуры M . Тогда:

(1) Th(M+) — ℵ0-категоричная теория тогда и только тогда, когда dclM(∅) = ∅
и ⟨M+/E,<ind⟩ — ℵ0-категорична, где <ind — индуцированный порядок на E-классах в
M+.

(2) Если теория Th(M+) не является ℵ0-категоричной, то Th(M+) имеет 2ω

счетных моделей.

Доказательство. (⇒) Пусть теория Th(M+) ℵ0-категорична. В силу предложения 1,
dclM(∅) = ∅. Допустим противное: M+/E не является ℵ0-категоричной.

Случай 1. Для каждого n < ω существует n1 ≥ n такой, что M+/E содержит
конечные F (n1)-порядки.
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Тогда существует элементарное расширение M1 структуры M+, содержащее
бесконечную дискретно упорядоченную цепь E-классов, откуда мы получаем, что
Th(M+) не является ℵ0-категоричной.

Поймем теперь, что Th(M+) имеет 2ω счетных моделей. Не умаляя общности,
предположим, что эта цепь возрастающая. Возьмем произвольный a ∈M+, лежащий в
первом E-классе данной возрастающей цепи и рассмотрим следующие формулы:

F1(a, x) := E(a, x), F2(a, x) := ¬F1(a, x) ∧ ∀y(a < y < x ∧ ¬F1(a, y) → E(y, x)),

Fn(a, x) := ∧n−1
i=1 ¬Fi(a, x) ∧ ∀y[a < y < x ∧ ∧n−1

i=1 ¬Fi(a, y) → E(y, x)], n ≥ 2

Не умаляя общности, также предположим, что для любого b ∈M+ существует i < ω
такой, что b < Fi(a,M

+). Тогда следующее множество формул

p(x) := {∀y[Fk(a, y) → y < x] | k < ω}

определяет {a}-определимый 1-тип в M+. Следовательно, аналогично доказательству
предложения 1 мы получаем, что Th(M+) имеет 2ω счетных моделей.

Случай 2. Существует n < ω такой, что M+/E содержит конечные F (n)-порядки и
не содержит конечные F (m)-порядки для любого m > n.

Тогда M+/E содержит k различных конечных линейных порядков, состоящих из n1,
n2, . . ., nk элементов для некоторых k < ω и 1 ≤ n1 < n2 < . . . < nk ≤ n. Поскольку
M+/E не является ℵ0-категоричной, то в силу теоремы 1 имеют место следующие
подслучаи:

Случай 2a. Существуют F (ns)-порядок для некоторого 1 ≤ s ≤ k и Q-перемешивание
Qt(M

′
1, . . . ,M

′
t), где M ′

1, . . . ,M
′
t — конечные или ℵ0-категоричные линейные порядки,

причем F (ns) ̸≃ M ′
c для всех 1 ≤ c ≤ t, и эти порядки чередуются бесконечное число

раз.
Случай 2b. Существуют Q-перемешивания Ql(M1, . . . ,Ml) и Qt(M

′
1, . . . ,M

′
t), где

M1, . . ., Ml, M ′
1, . . . ,M

′
t — конечные или ℵ0-категоричные линейные порядки, причем

существует хотя бы один r такой, что 1 ≤ r ≤ l и Mr ̸≃ M ′
c для всех 1 ≤ c ≤ t или

существует хотя бы один v такой, что 1 ≤ v ≤ t и M ′
v ̸≃ Mc для всех 1 ≤ c ≤ l, и эти

порядки чередуются бесконечное число раз.
В обоих случаях мы утверждаем, что существует бесконечное число

неэквивалентных формул, противореча ℵ0-категоричности теории Th(M+). Тогда
аналогично примеру 1 можно показать, что Th(M+) имеет 2ω счетных моделей.

(⇐) Пусть dclM(∅) = ∅ и ⟨M+/E,<ind⟩ — ℵ0-категорична. Тогда аксиомами теории
Th(M+) будут следующие предложения:

(1) аксиомы линейного порядка для отношения <;
(2) аксиомы рефлексивности, симметричности и транзитивности для отношения E;
(3) {ϕE | ϕ ∈ Th(M)};
(4) {ϕE | ϕ ∈ Th(M+/E)}.
Например, если ϕ := ∃x∀y[x ≤ y] ∈ Th(M), то формула ϕE ≡ ∃x∀y[E(x, y) → x ≤ y].

Если ψ := ∀x∃y[x < y] ∈ Th(M), то ψE ≡ ∀x∃y[E(x, y) ∧ x < y].
Далее, если ϕ := ∃x∀y[x ≤ y] ∈ Th(M+/E), то формула ϕE ≡ ∃x∀y[¬E(x, y) → x ≤ y].

Если ψ := ∀x∃y[x < y] ∈ Th(M+/E), то ψE ≡ ∀x∃y[¬E(x, y) ∧ x < y].
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В силу ℵ0-категоричности M и M+/E теории Th(M) и Th(M+/E) конечно
аксиоматизируемы, поэтому Th(M+) также ℵ0-категорична.

Заметим, что если бы dclM(∅) ̸= ∅, то существовал бы некоторый c ∈ dclM(∅), и
следовательно существовала бы ∅-определимая формула θ(x) такая, что M |= ∃!xθ(x)∧
θ(c). Но тогда µ := ∃!xθ(x) ∈ Th(M), откуда µE := ∀y∃!x[E(x, y)∧θ(x)]. При этом в силу
определения E-комбинации выполнялось бы следующее:

M+ |= ∀y1∀y2[¬E(y1, y2) → ∃!x1∃!x2(E(y1, x1) ∧ E(y2, x2) ∧ θ(x1) ∧ θ(x2) ∧ x1 ̸= x2)].

Откуда следует, что dclM+(∅) бесконечно, и, следовательно, теория Th(M+) не
является ℵ0-категоричной. �

Следствие 1 Пусть M1, . . . ,Mn — линейно упорядоченные структуры, являющиеся
эренфойхтовыми, n < ω, M — ℵ0-категоричный линейный порядок с dclM(∅) = ∅, M+ —
линейно упорядоченная непересекающаяся комбинация структур M1, . . . ,Mn и ω копий
структуры M . Тогда теория Th(M+) эренфойхтова ⇔ ⟨M+/E,<ind⟩ ℵ0-категорична.

4 Заключение

Таким образом, нами полностью исследован вопрос счетной категоричности E-комбина-
ции счетного числа копий произвольной счетно категоричной теории чистого линейного
порядка. Показано, что в этом случае счетный спектр такой E-комбинации равен либо
1, либо 2ω. Как следствие, если мы добавим конечное число эренфойхтовых теорий,
т.е. теорий, имеющих лишь конечное число попрано неизоморфных счетных моделей,
то полученная E-комбинация будет эренфойхтовой в случае счетной категоричности
структуры, факторизуемой посредством E.
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